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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar las acciones de algunos grupos solubles en R y S!, con
un especial hincapié en las acciones C'. Guelman y Liousse caracterizan en [9] las acciones
de BS(1,n) en Difeol (S'), en nuestro trabajo utilizamos algunas resultados que aparecen
en dicho articulo y damos sus pruebas. Luego introducimos los grupos I, (definidos por
Asaoka en [1]) y generalizamos a estos los resultados obtenidos para BS(1,n). Finalmente,
se presentan los grupos “abelian by cyclic”, para los cuales se logran ciertos resultados simi-
lares en algunos casos particulares, quedando el caso general como una pregunta sin responder.

Abstract

The aim of our work is to study the actions of some solvable groups on the circle and the line,
with focus on the C'—actions. Guelman and Liousse (|9]) characterize the representations of
BS(1,n) in Difeo (S*), we present the proofs for completion. After that, we introduce the
groups I',, ;. (that are defined by Asaoka in [1]) and we generalize the results for BS(1,n) to
these groups. Finally, we introduce the “abelian by cyclic” groups and we find similar results
for some special cases, although the general case remains as an open question.
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Introduccion

En la teoria clasica de sistemas dindmicos el objeto de estudio son las 6rbitas de un ho-
meomorfismo o de un flujo sobre un espacio topologico. Esto puede verse como una accion
continua del grupo Z o R sobre dicho espacio. En la teoria de acciones de grupos esto se
generaliza, estudiando acciones de otros grupos sobre espacios topologicos.

En este trabajo restringimos el estudio al caso en que el espacio topolégico es una variedad
de dimension 1 y el grupo no tiene topologia (o la topologia es la discreta). En este sentido
aparecen como referencia ineludible los libros de Ghys ([8]) y Navas ([15]), dos trabajos muy
importantes que abarcan gran parte de la teoria.

Las acciones C? de grupos solubles en R, [0,1) y S! son caracterizadas por Navas en [16]
(en el capitulo 4 de [15] aparecen estos resultados y sus pruebas en espanol). Nuestro objetivo
es caracterizar las representaciones fieles de clase C! de determinados grupos solubles en S?,
en particular determinar si estas acciones tienen oOrbitas finitas.

Se definen los grupos de Baumslag-Solitar por BS(1,n) =< a,b/aba™ = b" >. Las ac-

ciones C? de estos grupos en S! son estudiadas por Burlsem y Wilkinson en 3], donde se da
una clasificacion de las mismas a menos de semiconjugacion (que se obtiene como corolario
de la clasificacién hecha por Navas en [16]); ademés, se prueba que dichas acciones siempre
tienen una orbita finita.
En [9] Guelman y Liousse estudian las acciones de clase C* de los grupos de Baumslag-Solitar
en [0,1] y S. Se demuestra que, a menos de un subgrupo de indice finito, todas estas acciones
son semiconjugadas a una determinada, que llamamos “estandar”, en la que a se identifica con
el mapa x + nz y b con x — x + 1. Para el caso S! se prueba que cualquier accién fiel de
BS(1,n) tiene una orbita finita. En nuestro trabajo aparecen las pruebas completas de estas
propiedades, reescribiendo las demostraciones que aparecen en [9] y [17].

Los grupos Iy x =< a, by, ..., b,/ bib; = bjb;, abja™' = b > una generalizacion de BS(1, k),
son introducidos por Asaoka en [1]. En ese articulo se estudian las acciones de I',, , en S™ con
n > 1; alli se encuentran ciertas acciones similares a las “estandar” de BS(1,k) y se prueba
para ellas cierto tipo de rigidez (un resultado maés fuerte para n = 1 se prueba por Farb y
Franks en [7]).

En nuestro trabajo se estudian las acciones C! de Fypren[0,1]y S1. Definimos representa-
ciones estandar en el grupo afin (similares a las que aparecen en [1]) y probamos que, a menos
de un subgrupo de indice finito, toda representacion C* de I', x en S* o [0, 1] es semiconjugada
a una de las estandar. Ademas, para el caso de S! se deduce la existencia de una érbita finita.



Es decir que se generalizan los resultados de BS(1,n) a I',, 4.

Los grupos I'), ; son un caso particular de los “abelian by cyclic”, una familia de grupos que

definimos en el capitulo 5 del trabajo. En [12] McCarthy estudia las acciones de algunos de
estos grupos en variedades en general; alli se prueba que (bajo ciertas hipdtesis en los grupos)
ninguna representacion C'-cerca de la trivial es fiel.
Nuestro objetivo es obtener para estos grupos alguno de los resultados obtenidos para los I';, .
La generalizacion dista de ser inmediata, ya que no pudimos encontrar una acciéon “estandar”
para estos grupos en general. Se muestra la existencia de érbitas finitas para S* en el caso
C?; para el caso C! se obtiene inicamente en algunos casos particulares.

El primer capitulo es de preliminares. En la primera secciéon del mismo se introducen las
extensiones HNN (los grupos BS(m,n), I';, x v I'4 pueden verse como extensiones HNN) y en
la segunda aparecen los resultados clasicos de dindmica en St .

En el segundo capitulo nos introducimos en las representaciones de grupos en R y S?.
Se presentan alli varios resultados fundamentales que se utilizardn més adelante: cudles son
los conjuntos minimales en el circulo, la relaciéon entre acciones de un grupo G en R y los
ordenes sobre GG, propiedades del niimero de traslacion, y los teoremas de Holder y de Margulis.

En el tercer capitulo se caracterizan las representaciones sobre Dz‘feo}r(Sl) de los grupos
BS(1,n). Esto fue realizado en [9], aqui reproducimos la demostracion. El resultado principal
es la caracterizacion a menos de semiconjugacion de las acciones C' de BS(1,n) en S, en
su prueba se aplica una idea utilizada por Cantwell y Conlon en [4]. También se utilizan
fuertemente resultados obtenidos por Rivas en [17].

En el capitulo cuarto se logra una generalizacion de los resultados obtenidos para BS(1,n)
para el caso de I’y .

En el capitulo quinto aparecen menos resultados que preguntas. Se intenta generalizar lo
obtenido para I',; a los grupos llamados “abelian by cyclic ”. Esto se logra inicamente en
algunos casos particulares, quedando el caso general como una pregunta abierta.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Extensiones HNN

El siguiente teorema es muy conocido, aparece en [10]:

Teorema 1.1 Sean G un grupo y p : C' — D un isomorfismo entre dos subgrupos de G.
Entonces existe un grupo H que contiene a G y un elemento t € H tal que tct™ = u(c) para
todo c € C.

Si el grupo G es libre de torsion, entonces H también lo es.

Si G es finitamente presentado y C' es finitamente generado entonces H es finitamente pre-
sentado.

De hecho, el gupo H puede darse por la siguiente presentacion:

H=<t,G/ tct™" = p(c) Ve € C' >.

O sea, dada una presentacion de G obtenemos una de H agregando el generador ¢ y las
condiciones tct™' = u(c) para cada ¢ en un conjunto generador de C.

Al grupo H dado por el teorema se lo llama la extension HNN de G por p.

Utilizando lo que se denomina la forma normal de los elementos de una extension HNN (ver
por ejemplo [18]) puede probarse lo siguiente:

Proposicion 1.2 Con la misma notacion que en el teorema anterior, se tiene que en la
extension H los subgrupos <t > y G tienen interseccion trivial.

1.2. DinAmica en S!

Todos los resultados de esta seccion aparecen en cualquier libro que se ocupe de dinamica
en el circulo, una referencia es [6].

En general identificaremos al circulo S* con el cociente R/Z. Llamaremos 7 : R — S1 a la
proyeccion canénica.

Proposicién 1.3 Dada f : S* — S continua, z9,yo € R tales que f(m(x)) = 7(yo) ewiste
una unica F : R — R continua tal que F(xo) = yo y 7F = fr. A esta F la llamamos un
levantamiento de f.



Observaciones:

(1) Si f : R — R es continua y tomamos Fi, F; dos levantamientos de la misma, entonces
existe k € Z tal que Fy = F5 + k.

(2) Dada f : R — R continua y F' un levantamiento de la misma existe m € Z tal que
F(z+1) = F(z)+m para todo z € R. A este valor m lo llamamos el grado de f (no depende
del levantamiento elegido).

(3) Si f € Homeo, (S') entonces el grado de f es 1 y F es un homeomorfismo creciente.

Teorema 1.4 Sea f € Homeo(S'), F un levantamiento. Entonces para todo x € R existe
lz’mn%(m) y es el mismo para todo x.

El limite depende del levantamiento elegido, aunque tnicamente en su parte entera. Esto
permite definir el ntimero de rotaciéon de f.

Definicién: El ntimero de rotacion de f € Homeoy (S') es p(f) :limn%@) (mod 7Z), donde
F es un levantado de fy x € R.

El ntimero de rotacion fue introducido por Poincaré a fines del siglo XIX. Es clave para enten-
der la dindmica de los homeomorfismos del circulo, como lo muestran los siguientes resultados.

Si f tiene puntos periodicos de periodo ¢ es inmediato verificar que p(f) = p/q (mod Z)
para algtin p € Z tal que med(p, q) = 1. El reciproco también vale:

Teorema 1.5 Sea f € Homeo, (S") tal que p(f) = p/q € Q/Z, con med(p,q) = 1. Entonces
[ tiene puntos periddicos, todos de periodo q. Ademds, Q(f) = Per(f).

Teorema 1.6 Sea f € Homeo, (S') tal que p(f) = « es irracional. Entonces:

» Q(f) es un conjunto minimal que tiene dos posibilidades: es todo S* o es un conjunto
de Cantor. En ambos casos se tiene que w(z) = Q(f) para todo x € S*.

s [ es semiconjugado a la rotacion de dngulo o por una semiconjugacion que preserva
orientacion; cuando Q(f) = S la semiconjugacion es una conjugacion.

» Si f € Difeo®(S) entonces Q(f) = S1, o sea que f es conjugado a una rotacion.

El dltimo item del teorema fue probado por Denjoy; Poincaré creia que existian difeo-
morfismos de clase C*° con minimal un conjunto Cantor (pagina 24 en [8]). Denjoy mostro
también que dado cualquier « irracional existe f € Difeol (S*) tal que p(f) = a'y Q(f) # S*.

Finalizamos dando algunas propiedades basicas del nimero de rotaciéon que utilizaremos
mas adelante.

Proposicion 1.7 Si f,g € Homeo, (S') conmutan entonces p(fg) = p(f) + p(g). En parti-
cular p(f™) = np(f) para todo n € Z.
Si f,g € H0m60+(51) son semiconjugadas por una funcion que preserva orientacion entonces

p(f) = p(g).



Capitulo 2

Acciones en R y S1

En este capitulo introduciremos algunos resultados clasicos de la teoria de acciones de
grupos por homeomorfismos en variedades de dimension 1. La mayoria de ellos aparece en los
ya nombrados libros de Navas y Ghys ([15] v [8]).

Definicién: Una accion o representacion de un grupo G en un espacio topolégico X es
un morfismo de grupos ¢ : G — Homeo(X). Decimos que la accion es fiel si ¢ es inyectiva.
Decimos que la accion es libre si ¢(g)(z) # x para todo x € X, para todo g € G \ {id}.

Observacion: Es claro que toda accion libre es fiel, pero no toda accion fiel es libre.

Definicion: Dadas dos acciones ¢1, ¢s : G — Homeo, (R) decimos que la accion ¢; es semi-
conjugada a ¢, si existe 1 : R — R creciente sobreyectiva (a la que llamamos semiconjugacion)
tal que ¥¢;1(g) = ¢2(g)y para todo g € G.

De igual forma, dadas dos acciones ¢y, ¢o : G — Homeo, (S') decimos que ¢; es semiconju-
gada a ¢y si existe ¢ : S' — S! continua de grado 1 que se levanta a R como una funcién
creciente tal que ©¥¢1(g) = ¢o(g)Y para todo g € G.

En ambos casos, si 1 es inyectiva decimos que las acciones son conjugadas.

Dado un homeomorfismo f : [0,1] — [0, 1] podemos transformarlo en un homeomorfismo
de R via una conjugacion por un homeo ¢ : (0,1) — R e identificando 0 con —oo y 1 con oo;
esta transformacion T : Homeo([0, 1]) — Homeo(R) es un isomorfismo de grupos (su inversa
es conjugar por ¢ '). Ademaés, es claro que si f preserva orientacion entonces T'(f) también, o
sea T'(Homeo,([0,1])) = Homeo, (R). Con la diferenciabilidad ocurre lo siguiente: tomando
¢ de forma que él y su inversa sean analiticas se obtiene que T'(Difeo"([0,1])) € Difeo"(R)
para cualquier r € Z* U {oo,w} (més adelante en el trabajo se muestra un ejemplo de una
funcion f: R — R de clase C* tal que T~!(f) ¢ Difeo'([0,1])).
Observemos qué ocurre con S'. Dado un homeomorfismo f : R — R podemos llevarlo a un
homeo de S! con un punto fijo, utilizando la compactificacion por un punto; en este proceso
puede perderse toda diferenciabilidad. A la inversa, dado un homeomorfismo g : S* — S! con
un punto fijo podemos tomar G : R — R un levantado de g con G(0) = 0, tendremos en este
caso que G deja invariante [0, 1], por lo que podemos pensar g como un homeo de [0, 1]. En
este caso toda regularidad se preserva.
Comentamos antes que el mapa 7" (la conjugacion) es un isomorfismo de grupos, esto genera



que lo que dijimos se podia hacer para un homeomorfismo puede generalizarse para acciones;
es decir, por ejemplo, que toda accion de un grupo G en Homeo(R) puede llevarse a una
accion en Homeo([0, 1]), si la primera es fiel también lo sera la segunda.

2.1. Conjuntos minimales de S*

Definicién: Sea X un espacio topologico, G un subgrupo de Homeo(X). Un conjunto K C X
se dice invariante por la accion de G si para todo g € G se tiene g(K) = K. Un conjunto
cerrado invariante K se llama minimal si el tinico cerrado invariante no vacio contenido en él
es el propio K.

La existencia de minimales invariantes esta garantizada cuando X es compacto por el lema
de Zorn. En el caso del circulo tenemos ademas:

Teorema 2.1 Si I' es subgrupo de Homeo, (S') entonces se cumple una y sélo una de las
siguientes afirmaciones:

* hay una drbita finita,

* todas las drbitas son densas (la accion se dice en este caso minimal),

* existe K C S invariante (que llamamos minimal excepcional) homeomorfo al conjunto de
Cantor tal que K C T'(z) para todo x € S*.

Si ocurre una de las ultimas dos afirmaciones, existe un unico conjunto minimal para la
accion.

Demostracion: Como comentamos antes, la existencia de algiin conjunto minimal M esta ase-
gurada por ser S compacto.

Los conjuntos OM (frontera de M) y M’ (puntos de acumulacion de M) son cerrados e in-
variantes por la accion; por lo tanto se cumple una de las siguientes opciones:

* OM = : en este caso M = S';

* M’ = (): en este caso M es finito;

* M = M' = 0M: en este caso M es un Cantor.

Mostraremos ahora que en el dltimo caso, M es el tinico conjunto minimal para la accion.
Para ello probaremos que M C I'(z) para todo x € S*.

Sean x € S, y € M. L

Si x € M entonces por la minimalidad de M se tiene que y € I'(z).

Si x ¢ M, tomamos I = (a,b) la componente conexa de M€ que contiene a x. Como a € M
y M = M’ es minimal, existe {g,} C I' tal que g,(a) — vy, con g,(a) # gm(a) para todo
n # m. Los intervalos g, (I) son disjuntos, por lo tanto su longitud tiende a 0, generando que

gn(z) > y. ®

En el caso que el grupo I' admite un minimal excepcional K, entonces “aplastando” cada
una de las componentes conexas de K¢ obtenemos un espacio 5! homeomorfo a S* sobre el
cual I' actia de forma natural. Esta nueva accion resulta minimal. Llamando ¢ : S — Stal
mapa cociente obtenemos que la accion original es semiconjugada a la nueva por medio de ¢.



2.2. El ntiimero de traslacion

Definicién: Dados un grupo G C Homeo, (R) y una medida v no trivial sobre los bore-
lianos de R, finita en compactos, invariante por GG, se define el nimero de traslacion 7, : G — R
como 7,(g) = v([z,g(z))), donde z € R (asumimos v([a, b)) = —v([b,a)) si a > b).

La medida v y el nimero de traslacion 7, cumplen las siguientes propiedades:

* la definicion no depende del = € R elegido;
Demostracion: Sean x,y € R, f € G;entonces viz, f(z)) = viz,y)+vy, f(v)+vf(y), f(z)) =
vy, f(y)), donde la altima igualdad se debe a que v es invariante por fy por ende v[f(y), f(z

V[y,l’) = —V[.T,y).

* 7, es un morfismo;
Demostracion: Si f,g € G,z € Rentonces 7,(fg) = vz, fg(x)) = v[z, g(x))+v[g(x), fg(x)) =
(9) + 7 (/).

* Ker(r,) ={f € G/ Fix(f) # 0};

Demostracion: Si f € G tiene un punto fijo x entonces vz, f(x)) = v(0) = 0.

Si Fiz(f) = 0 entonces {f™(0) : n € Z} es un conjunto no acotado inferior ni superiormente, o
sea que R = U[f"(0), f71(0)). Por lo tanto »(R) = 3 #([f*(0), f**1(0))) = S v([0, £(0))) =
> 1,(f). De aqui concluimos 7,(f) # 0 porque v es no trivial.

*si Fiz(g) # () entonces sop(v) C Fix(g).

Demostracion: Sea g con un punto fijo, z ¢ Fiz(g). Sea I intervalo que contiene a z tal que
g(I)NI=10.Siz € sop(v) entonces v(I) > 0. Como ¢ tiene punto fijo resulta que U,>q9" (1)
esta acotado (o esto ocurre con la union para n < 0). Por lo tanto llegamos a la siguiente
contradiccion: co =Y v(I) =) o v(g"(1)) = v(Up>09" (1)) < o0.

El grupo G podria tener més de una medida invariante (por ejemplo, si G es el grupo de
traslaciones enteras entonces tanto Leb como ) ., 0, son medidas invariantes por G). Los

siguientes resultados dan cierta unicidad en la medida:

Teorema 2.2 Sea G un subgrupo de Homeo, (R) que deja invariantes las medidas de Radon
vy p. Entonces:

(1) eziste k > 0 tal que 1, = k7)),

(2) si 1,(G) es denso en R entonces existe k > 0 tal que v = kpu.

Demostracion:

(1) Por las propiedades mostradas arriba tenemos que Ker(r,) = Ker(r,) = {f € G/ Fiz(f) #
0}, lamemos N a este subgrupo.

Llamando K = Im(7,), H = Im(7,), tenemos pasando al cociente dos isomorfismos 7, :
G/N — H, 7, : G/N — K. Dados f,g € G tales que f # g (mod N) se tiene f(x) # g(z)
para todo x* € R (porque por las propiedades del nimero de traslacion, si fg~'(z) = x en-
tonces fg~' € N).

Veamos que 7,7, ' : H — K es creciente. Supongamos 7,(f) < 7,(g), entonces f(z) < g(z)
para todo = € R, de lo que se concluye 7,(f) < 7,(g).
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De la siguiente afirmacion, se deduce que existe k& > 0 tal que 7,7, ' (a) = ka para todo a € H.
Afirmacion: Si D es un subgrupo de Ry ¢ : D — R es un morfismo creciente entonces existe
k € R tal que t(z) = kx para todo = € D.

Sea g € D un elemento no trivial cualquiera, llamamos k = ¢(g)/g. Sea h € D.

Si existen m, n € Z tales que mh = ng, entonces mi)(h) = ¥ (mh) = ¢ (ng) = np(g) = nkg =
kmh, o sea que ¢ (h) = kh.

Si {h, g} es un conjunto L.i. sobre Q, entonces < h, g > no es ciclico, por lo tanto es denso, o
sea que existen dos sucesiones {m;}, {n;} C Z tales que x; = m;g+n;h — 0. Podemos ademas
suponer que n; — 00. Si ¥(h)/h = r # k entonces ¥ (x;) = m1(g) +niyp(h) = m;kg +n;rh =
kx; + (r — k)n;h — 00, lo que contradice que 1 sea creciente.

(2) Observemos que por (1) tenemos que también 7,(G) es denso en R. Ya que 74, = k7,
podemos suponer que 7, = 7, de ahi concluiremos p = v.
Mostremos primero que ninguna de las medidas tiene atomos. Si p({z}) =1>0y f(x) #
entonces | 7,(f) |> [, esto contradice que 7,(G) sea denso en R.
Es claro que el soporte de i es un conjunto invariante por la accion de G. En este caso también
es minimal: sea M C sop(p) cerrado invariante, y € sop(u) \ M, tomemos (a,b) componente
conexa de M que contiene a y; si f € G es tal que f(a) > a entonces f(a) > b, por lo que
7.(f) > p([a, b)) > 0, contradiciendo que 7,(G) = R.
Veamos que los conjuntos minimales sop(u), sop(v) son en realidad el mismo. En caso que
no, existe x € sop(u) \ sop(v). Tomemos un intervalo I que contenga a = tal que v(I) = 0.
Utilizando la minimalidad de la acciéon en sop(p) y que x no es a&tomo concluimos la existencia
de g € G tal que g(z) € I\ {z}. Para dicha g se tendra 7,(g) =0y 7,(g) # 0.
Para terminar la prueba, observemos que basta demostrar que u([z,y)) = v([z,y)) para
todos z,y € sop(v). Sean xz,y en el soporte de ambas medidas, por la minimalidad podemos
encontrar {g,} C G tal que lim,_,,.g,(x) = y. Concluimos entonces que:

[z, y)) = lim,pu([z, gn(z))) :HmnTu(gn) =lim, 7, (gn) = lim,v([z, g.(7))) = v([z,y)). ®

2.3. Grupos ordenables

Definicién: Decimos que un grupo es ordenable si admite un orden total invariante a
izquierda.

Observaciones:
(1) Si un grupo G es ordenable, entonces cualquier subgrupo H del mismo también lo es;
podemos restringir el orden de G a H, verificar que la restriccion es total e invariante es
inmediato.
(2) Como sabemos, todo grupo abeliano finitamente generado sin elementos de torsion es
isomorfo a Z", por lo tanto es ordenable (tomar por ejemplo el orden lexicografico).
(3) Puede probarse sin demasiada dificultad (ver por ejemplo [14]) que un grupo es ordenable
si y solo si cualquier subgrupo finitamente generado de él lo es. Como consecuencia de esta
propiedad y de la observacion anterior obtenemos que cualquier grupo abeliano libre de tor-
sion es ordenable.
(4) Un grupo G es ordenable si y solo si G = P U N U {id}, donde P, N son semigrupos y la
unioéon es disjunta.
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Si G’ admite un orden =, basta tomar P = {g € G/ g > id} (el cono positivo) y N2 = {g €
G/ g < id} (el cono negativo). Si G = P U N U {id} podemos definir el orden < dado por:
g=<hsih™tgeN.

Dado un orden total en GG invariante a izquierda <, tenemos su cono positivo P. Resulta que
< es invariante a derecha si y solo si gPg~! C P para todo g € G.

(5) En la definicion de grupo ordenable puede cambiarse “invariante a izquierda” por “inva-
riante a derecha”. Esto es claro a partir de la caracterizacion que acabamos de dar utilizando
los conos positivo y negativo.

(6) Siun grupo G es ordenable entonces no tiene elementos de torsion: si g € G no es el neutro
entonces g € P, o g € N.; suponiendo lo primero obtenemos g" € P para todo n € N, por
lo tanto g™ # id.

(7) Si < es un orden total invariante a izquierda sobre un grupo G no trivial entonces G no
tiene maximo ni minimo. Esto se debe a que si g < 15 entonces g"™! < ¢g" para todo n € N.

El siguiente resultado muestra que en el caso de grupos numerables ser ordenable es
equivalente a actuar fielmente en R.

Teorema 2.3 (1) El grupo Homeo(R) es ordenable.
(2) Si un grupo G numerable es ordenable entonces existe ¢ : G — Homeo, (R) accion fiel.

Demostracion:

(1) Tomamos {x,} una sucesion densa en R. Definimos el orden < de la siguiente manera:
dados g,h € Homeo,(R) distintos existe n € N tal que g(z,) # h(x,), tomamos el menor n
que lo verifica, diremos g < h si g(x,) < h(x,).

Es sencillo verificar que < es una relacion de orden total e invariante a izquierda.

(2) Sea = un orden total sobre G invariante a izquierda. Enumeramos los elementos de G, o
sea G = {go, 91, ...} Se define ¢t : G — R inductivamente:

*1(g0) =0,

*t(gre1) = max{t(go), ..., t(gr)} + 1, si gr+1 > g; para todo i < k,

*t(grs1) = min{t(go), ..., t(gr)} — 1, 81 gry1 < ¢; para todo i < k,

* tgry) = w, si m,n < k verifican ¢, < gr+1 < gn v noO existe r < k con
Im = gr = Gk—1 O Gk—1 = Gr = Gn-

Esta funcion t es creciente e inyectiva.

Definimos una accion ¢ de G en t(G) de la siguiente manera: ¢(g)(t(h)) = t(gh). Por ser el
mapa t creciente tenemos que la funcion ¢(g) es creciente para todo g € G.

El conjunto t(G) es no acotado: la sucesion m,, =max{t(g;) : i < n} estd incluida en Z
(por definicion de t), si estuviera acotada entonces G tendria maximo, algo que no ocurre
(observacion (7) previa).

Probaremos que si (a,b) es componente conexa de t(G) entonces a,b € ¢(G). Notamos
r =b—a,sean 7,7 tales que 0 < a —t(g;) < 7/3,0 < t(g;) —b < r/3. Siaodbno estan en
t(G) entonces, para que t(G) acumule en a 6 b, debe existir k > 4,5 tal que g; < gr < 9;;
tomando el minimo k que hace eso obtenemos t(gx) = w € (a,b), contradiciendo que
(a,5) € H(G". -

Veamos que la accion ¢ puede extenderse a t(G) de forma continua. De no ocurrir asi, ten-

drfamos g € G, a € t(G) y dos sucesiones {g;, : j € N}, {g;, : s € N} tales que t(g;;) — a,
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t(g:,) = a pero t(gg;,) = @, t(ggi,) = B con a < 3. Si t(h) € (e, B) entonces t(g~'h) = a,
o sea que t(G) N (a, B) tiene a lo sumo un elemento, por lo tanto («, ) es 0 una componente
conexa o uniéon de dos componentes de @C, lo que implica a, 8 € t(G). O sea, existen
hi,hy € G con t(h1) = o, t(he) = B; por lo tanto t(gg;;) < t(h1) < t(hs) < t(gg:,) para todo
s,7, aplicando ¢! resulta t(g;,) < t(¢7'h1) < t(¢7'ha) < t(gi,), contradiciendo que t(g;,) y
t(g,;) tenian el mismo limite.

Finalmente extendemos ¢(g) a R de forma que sea continua y sea afin en cada componente
de mc.

Con esta definicion es claro que ¢(gh) = ¢(g)¢(h) en t(G). Si J = (t(r),t(s)) es compo-
nente de @c entonces ¢(gh) restringida a J es el unico mapa afin creciente que lleva J en
(t(ghr), t(ghs)), al igual que ¢(g)d(h).

Es claro que la accion es fiel: si ¢ # 1g entonces ¢(g)(t(lg)) = t(g) # t(lg), o sea que

¢(g) # id.e

Una consecuencia inmediata del teorema y de la observacion (1) previa es:

Corolario 2.4 Si un grupo G es numerable, son equivalentes:
G es ordenable,
G admite una accion fiel en R por homeomorfismos que preservan orientacion.

La accién ¢ que se muestra en el teorema se denomina la realizacion dinamica de G por <.
La definicion que dimos de la realizacion dindamica depende de la enumeracion; sin embargo,
puede probarse que dos acciones dadas por el mismo orden con distintas enumeraciones son
conjugadas.
Como vimos, la realizacion dinamica verifica ¢(g)(t(h)) # t(h) para todo g # 1g y para todo
h € G, o sea que la accion restringida a t(G) es libre. Por lo tanto, un corolario del teorema
es que si un grupo numerable actia en R por homeomorfismos que preservan orientacion
entonces admite una acciéon que posee una orbita en la cual el grupo actia libremente.
El corolario 2.4 nos da una equivalencia entre una propiedad dindmica del grupo (actuar
fielmente por homeomorfismos en R) y una propiedad algebraica (ser ordenable). Una pre-
gunta que puede surgir es: ;existird alguna propiedad algebraica de grupos equivalente a que
el grupo actiie de forma diferenciable? Un resultado en este sentido lo da Thurston en [19],
donde se prueba que Di feol ([0,1]) es localmente indicable (o sea, todo subgrupo finitamente
generado de él admite un morfismo no trivial a (R,+)); en teoria de ordenes esto es equi-
valente a que admita un C-orden (ver |14] para la definicion de C-orden y la demostracion
de esta afirmacion). Sin embargo, un grupo localmente indicable no necesariamente actiia de
forma fiel y C' en (0, 1), como lo muestra el ejemplo dado por Navas en [13]. En conclusion,
no todo grupo que actiie en (0, 1) admite una accion C'; aunque si esté probado (ver [5] o la
proposicion 2.87 en [15]) que toda acciéon de un grupo numerable en S* o [0,1] es conjugada
a una accion por homeomorfismos Lipschitz.

Proposicion 2.5 Sea G un grupo, H < G. Si los grupos H y G/H son ordenables entonces
G es ordenable.

Demostracion: Si G/H tiene cono positivo Py y H tiene cono positivo P», definimos el cono
positivo de G como P = 77 1(P;) U P, donde 7 : G — G/H es la proyeccién canénica. No es
dificil probar que P es un semigrupo y que todo elemento distinto de la identidad en G esta

13



en P oen P~!y nunca en ambos. e

Utilizando el corolario 2.4 concluimos:

Corolario 2.6 Si un grupo G es numerable y H es un subgrupo normal en G tal que tanto
H como G/H actian fielmente por homeos que preservan orientacion en R entonces existe
una accion fiel de G en Homeo(R).

El orden obtenido por la proposicion 2.5 hace de H un subgrupo convexo de G, esto sig-
nifica que si h € H y g € G verifican id < g < h entonces g € H. Puede probarse que la
realizacion dindamica ¢ dada por un orden de este tipo tiene ciertas propiedades especiales.
Esto lo veremos méas adelante en un caso particular.

Observacion: Un caso particular del corolario 2.6 es cuando G contiene un subgrupo normal
H y un subgrupo K numerable no necesariamente normal tales que G = KH y KNH = {1}
(0 sea que G es el producto cruzado K x H). Construiremos explicitamente la accion de G
en este caso.

Supongamos que v : H — Homeo([0,1]) y n : K — Homeo, (R) son acciones fieles, esta
ultima representacion verificando que actiia libremente en la 6rbita de 0.

Tomamos {lj : k € K} una sucesion tal que la suma de sus elementos sea finita. Definimos I},

como una copia del intervalo [0,lx]; para cada i,j € K la funcion ¢§- : I; = I, es el homeo-
morfismo afin M, ;;, (observar que Ylpl =7 para todos los s, 7,1 € K), R una copia de R.

Para cada k € K “agregamos” el intervalo [} en n(k)(0), logrando asi R = Ugeglx U Re un
espacio topologico homeomorfo a la recta.

La idea es que K actiie en Rg como 7y por medio de los Q,Df en [;; la accion de H serd trivial
en Re y se valdra de los 1] y de 7 para actuar en I;.
La accion ¢ : G — Homeo, (R) esta dada por:

* restringida a Re, ¢(kh) = n(k);
*en I, (kh) = wig"1(j " hj)yl.

Cuando evaluamos ¢ en h € H nos queda: ¢(h) = id en Ro y ¢(h) = ¢5y(c  he)y? en I,

puede probarse que es un mapa continuo en R. Si miramos k € K se obtiene: ¢(k) = n(k)

restringiéndonos a Ro y ¢(k) = ¥ en I, esto también es un homeomorfismo de R.

Veamos que ¢ es efectivamente una representacion.
Sean kl,kg € K, hl,hg S H, entonces (klhl)(k2h2> = (klkg)(kglhlkghg), donde kle e K y

k‘Q_lhlk‘zhg € H. Por lo tanto tenemos que ¢((k‘1h1)(/{52h2)) = ’I](k’lkg) en RC y qb((k’lhl)(k’ghz)) =
YR (e ey Y hykghoc)y? en 1.

Siz € Re entonces ¢((kihy)(kohe))(x) = n(kik2)(x) = n(k1)(n(k2)(x)) = ¢(k1h1)(¢(k2h2)(2)).
Si z € I. entonces ¢(kaho)(x) = e2°(v(c T hoc)?(x)) € Ii,e; observando que en I, se verifi-
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ca ¢(kihy) = Y5y (e iy Mhakac)y), ., se concluye que ¢((kihi)(kahs)) = ¢(kih1)d(kohso) en

el intervalo I..e

2.4. Teorema de Holder

El objetivo de esta seccion es demostrar el teorema de Holder, formulado a comienzos del
siglo XX y considerado fundacional en la teoria de grupos ordenables.
Como mostramos en la seccion anterior, los 6rdenes estan relacionados con las acciones en R.
El teorema de Holder se refiere a 6rdenes en grupos, veremos que de él se concluye un teorema
relativo a acciones.

Proposicién 2.7 Sea [' un grupo que actia libremente en R. Entonces I' admite un orden
= total invariante a izquierda y derecha y arquimedeano (dados g,h € '\ {id} existe n € Z
tal que g™ >~ h).

Demostracion: La idea es utilizar el orden que definimos en el punto (1) del teorema 2.3.

En este caso en particular podemos definir el orden < por: g < h si g(x) < h(z) para algin
x (equivalentemente, para todo x € R, ya que la accion es libre). No es dificil verificar que
este orden es invariante a ambos lados. El conjunto {¢g"(x) : n € Z} no esté acotado inferior
ni superiormente, por lo tanto el orden es arquimedeano. e

El teorema de Holder nos habla del reciproco de la proposicion anterior. Para nuestra
prueba necesitamos mostrar antes un lema béasico de analisis.

Lema 2.8 Sea {a,} una sucesion de reales. Supongamos que existe C' € R tal que |apmin —
Uy — Q| < C para todo m,n € N.

Entonces existe L € R tal que |a, —nL| < C para todo n € N.

Demostracion: Para cada n € N definimos el intervalo I,, = [~ %] Utilizando induccién

en m puede probarse que |a,,, — ma,| < (m — 1)C para todo n,m € N. De aqui concluimos

ue amn+C < lln+c A —C' > CLn C
q mn y mn

O sea que, cualesqulera sean n, m € N se tendra I,,, € I,. Podemos entonces utilizar la
propiedad de interseccion finita para deducir que NI, # (). Esta interseccion consta de un
elemento, que es el L buscado. e

El siguiente es el teorema de Holder.

Teorema 2.9 Si un grupo admite un orden total invariante a izquierda y derecha y ar-
quimedeano, entonces es isomorfo a un subgrupo de (R,+).

Demostracion: Sea G un grupo no trivial que admite un orden <. Fijamos f € G, f > id.

Para cada g € G, p € N existe un tinico ¢(p) € Z tal que fi) < g? < 4P+ Observemos
que, por ser < un orden invariante a ambos lados, se tiene que ¢(p1) + q(p2) < q(p1 + p2) <
q(p1) + q(p2) + 2 para todos los pi,ps € N. Por lo tanto, el lema previo nos da la existencia

de L € R tal que |¢(p) — pL| < 1 para todo p € N, y por ende la existencia del limp_)oo%.

15



Llamamos ¢(g) a este limite.

Mostraremos que el mapa ¢ : G — R es un morfismo. Sean g, go € G, suponiendo g192 =< g291
es sencillo probar (recordando que el orden es invariante a ambos lados) que g7'g5 < (g1g2)" =
gogt para cualquier n € N. Por lo tanto, si p,qi, g2 € N verifican f% < ¢ < f%*! entonces
fore < ghgd = (g192)P = ghgy < f@F%+2. Tomando limite concluimos que ¢(g1) + ¢(g2) =
limy, 852 < ¢(g1g2) < lim, P25 = ¢(g1) + ¢(ga), 0 sea que B(g192) = ¢(91) + ¢(g2).

Falta ver que ¢ es inyectivo. Para ello es bueno observar primero que ¢ es creciente y verifica
o(g") = no(g) para todo n € N. Si h € G, h # id entonces existe n € Z tal que h" = f.
Aplicando ¢ obtenemos ng(h) = ¢(h"™) > ¢(f) =1, por lo que ¢(h) # 0. o

Observacion: La hipotesis de invariancia a derecha es redundante en el teorema, ya que todo
orden arquimedeano invariante a izquierda es también invariante a derecha.

Para mostrar esto, recordar la observacion (4) al comienzo de la seccion 2.3, segun la cual
debemos probar que el cono positivo es invariante por conjugaciéon. Sea = un orden total
sobre G, invariante a izquierda y arquimedeano, sean P, N sus conos positivo y negativo.
Dado g € P, h € G debemos mostrar que hgh™ € P. Vemos primero el caso en que h € N
y suponemos hgh™! ¢ P, sea entonces el menor n € Z* tal que h™' < g™ (existe por ser el
orden aquimedeano); usando que hgh™! < id y que < es invariante a izquierda deducimos que
h=t < g7'h=! < ¢g"!, contradiciendo la definicién de n. Resta ver el caso h € P, razonemos
nuevamente por absurdo, suponiendo hgh™! ¢ P; tenemos entonces hg 'h~! € P y, usando
el primer caso, concluimos g~ = h™1(hg=*h™1)h € P, lo que contradice que g € P.

Esta demostracion que acabamos de dar es debida a Conrad, aparece en la pagina 49 de [15].
Una prueba dinamica de esta propiedad puede leerse en [14].

A partir del teorema anterior acerca de 6rdenes en grupos podemos concluir el siguiente
teorema acerca de acciones en grupos:

Teorema 2.10 Si G es un subgrupo de Homeo(R) tal que ningin g € G\ {id} posee puntos
fijos entonces existe un morfismo inyectivo ¢ : G — (R, +). Ademds, existe 1 : R — R una
funcion creciente sobreyectiva tal que g = TygY (T, denota la traslacion v — v +1). Si G
es isomorfo a Z entonces podemos tomar v de forma que sea un homeomorfismo.

Demostracion: Utilizando la proposicion 2.7 y el teorema previo podemos deducir la existen-
cia de un morfismo inyectivo ¢ : G — (R, +). Recordemos que todos los subgrupos de (R, +)
no isomorfos a Z son densos.

Si ¢(G) = Z, tomamos g € G tal que g(0) > 0y < g >= G. Definimos v : [0, g(0)] —
[0, ¢(g)] como un homeomorfismo cualquiera que preserva orientacion; luego extendemos ¢ a
[g™(0), g"*1(0)] para todo n € Z: ¥(g"(x)) = ¥(z) + nd(g) si x € [0, g(0)]. Por construccion
Y conjuga g con Tj,); como g genera G, ¥ conjuga toda la accion.

Si ¢(G) es denso en R definimos ¢ : R — R como ¢ (z) = sup{¢p(h): h € G, h(0) < z}.
Es claro que v es creciente.
Veamos que g = T4t para todo g € G: ¥(g(z)) = sup{p(h) : h(0) < g(x)} = sup{o(h) :
g7'h(0) < 7} = suplo(gh) : k(0) < v} = sup (k) : k(0) <z} +6(g) = B(x) + 6(g).

Para probar que 1 es sobreyectiva mostraremos primero que 1(R) es un conjunto invariante
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por el grupo de traslaciones {Tyy) : g € G}. Sea = € ¥(R), entonces x = 1(y) para algiun
y € R, tenemos por lo tanto: Ty (z) = Ty (¥(y)) = ¥(g(y)) € ¥(R). Ahora, si ¢ no
fuese sobreyectiva deberia existir un intervalo abierto I tal que I N (R) = (), por ser ¢
creciente. Como (R) es invariante tendriamos Ty(y) (1) N (R) = () para todo g € G. Como
{¢(g) : g € G} es denso concluiriamos que (R) = (), arribando a un absurdo. e

2.5. Teorema de Margulis

El siguiente teorema fue probado por Margulis en [11], respondiendo una pregunta de
Ghys. Nosotros haremos una prueba muy parecida a la que el mismo Ghys escribe en [8].

Teorema 2.11 Sea I' un subgrupo de Homeo, (S'). Entonces ocurre una de las siguientes
afirmaciones (o ambas):

= [' contiene un subgrupo libre a dos generadores,
» cxiste una medida invariante por todos los elementos de T'.
La prueba es muy interesante y consta de varias etapas.

Lema 2.12 (Ping-pong) Sea X un conjunto cualquiera, A, B C X disjuntos no vacios. Si
frg: X — X son dos biyecciones que verifican f*(A) C B, ¢"(B) C A para todo n € Z\ {0}
entonces < f,qg > es un grupo libre a dos generadores.

Demostracion: Sea f™g™...f™ €< f, g > con ningin m;,n; nulo. Entonces es facil ob-
servar que f™g"..f"(A) C B, por lo que f™g™...f™ no es la identidad. Si tomamos
frgh feg™ €< f,g > con my,ng no nulos, basta conjugar por f (si m; # —1) o por
1 (simy # 1) y obtenemos un elemento como el de arriba que ya sabemos no es la identidad.e

En el caso del circulo, si tenemos f,g € Homeo,(S'), intervalos cerrados disjuntos
I,I',J,J tales que g(I) = S\ int(J), f(I') = S\ int(J’"), podemos tomar A = [ U J,
B =1'UJ y utilizar el lema del ping-pong para concluir que < f, g > es libre.

Caso 1: Mostraremos primero el teorema en el caso que cada orbita es densa y se cumple lo
siguiente:

Definicién: La accion de I' sobre S! se dice fuertemente expansiva si existe una suce-
sion {I,} de intervalos de S' y una sucesion {y,} C T de forma que long(l,) — 0y
long(S*\ (L)) = 0.

Usando una subsucesion si es necesario, podemos suponer que los bordes de I, convergen
a x € S, asi como los extremos de v,(I,,) convergen a y. Podemos ademdas asumir z # y,
ya que de no ser asi podemos reemplazar la sucesion {v,} por {8v,}, siendo 5 € I' tal que
B(x) # x (la existencia de dicho 5 se debe a que no hay punto fijo global ya que estamos
suponiendo que toda 6rbita es densa).

Afirmamos que por ser la accion de I' minimal existe v € ' con y(z),v(y),x,y todos
distintos.
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Supongamos por absurdo que no hay dicho ~, entonces para todo f € I' ocurre: f(x) = «z,
flz)=vy, fly) =y 0 f(y) = x. Fijamos g € T tal que g(x) = y (de no existir tal g, los puntos
z,y serfan fijos por la accion de T'). Dado a € S! definimos el subgrupo H, = {w € T tal
que w(a) = a}. Todo f que verifique f(x) = y es de la forma gh, con h € H, y todo f que
verifique f(y) = z es de la forma g~ 'k, con k € H,.

O sea que tenemos I' = gH, U H, U g 'H, U H,. Tomemos 3 € T con f(z) # x,y. En-
tonces 3 ¢ gH, U H, por lo que SH, C g~'H, U H,. Multiplicando por 7! a izquierda
obtenemos H, C $~'g~'H,UB 'H,, y al realizar el producto de esto con g deducimos gH, C
g8 '¢g ' H,UgB *H,. Porlotanto ' = g8~ ‘¢~ *H,UgBs'H,UB8 ¢~ H,UB ' H,Ug ' H,UH,,
lo que hace que la orbita de y por I sea finita, llegando a un absurdo, ya que supusimos que
toda orbita es densa.

Fijamos v tal que z,y,v(x),v(y) son todos distintos. Entonces tomando n suficientemente
grande obtenemos que los intervalos I = I,,, J = S' \ v.(I,), I' = v(I,,), J' = ~(J) son
disjuntos y definiendo f = 77,7 'y g = 7, llegamos usando el ping-pong (lema 2.12) a un
subgrupo de I libre a dos generadores.

Caso 2: La expansividad fuerte es una exigencia muy grande para la accion, por eso de-
mostraremos ahora el teorema para el caso en que la accién es minimal y cumple:

Definicion: La accion se dice expansiva si existen ¢ > 0, una sucesion de intervalos {1},
una sucesion {v,} C I tales que long(l,) — 0y long(v,(1,)) > ¢ ¥n € N.

Decimos que un intervalo J C S! es contractible si existe {g,} € T de forma que
long(gn(J)) — 0. Por ser la accién expansiva se obtiene la existencia de un intervalo con-
tractible (basta tomar J tal que J C int(I), con I limite de una subsucesion v, (I, ), ¥
gk = 'y;kl). Como ademas la accion es minimal se obtiene que todo z € S* esta contenido en
un intervalo contractible (dado x existe g € T tal que g(z) € J contractible, entonces g—'(.J)
es contractible y contiene a ).

Dado z € R definimos 0(x) = sup{y/ el intervalo 7|z, y] es contractible }. La funcion 6 es
el levantado de una funcion 6 : S* — S!. Vale observar que, como todo punto esta metido en
un intervalo contractible, si # = Id entonces todo intervalo cuya clausura no sea todo S* es
contractible, por lo que la accién es fuertemente expansiva.

El mapa 6 conmuta con todos los elementos de I': dados v € I, z € S! se tiene que el intervalo
[v(z),y| es contractible sii [z, (y)] lo es.

El mapa 0 es estrictamente creciente: si hubiera un intervalo J tal que € |; es constante, en-
tonces para todo v € I se tendria (por conmutar y con 6) que ¢ |,(;) también seria constante,
por lo tanto (usando la minimalidad de la accion) se tendria que 6 tomaria un unico valor,
este valor constante serfa invariante por la accion de I' (sea y dicho valor, f € I', entonces
fly) = f0(y) =0f(y) = y), esto contradice la hipotesis de minimalidad de la accién.

Para ver que 6 es continuo, por ser creciente, basta probar que es sobreyectivo: si tuviéramos
un intervalo J que no fuera alcanzado por € entonces para todo v € I'" tampoco (J) seria
alcanzado, utilizando la minimalidad esto nos da una contradiccion.

18



Tenemos entonces que 0 € Homeo, (S'). Demostremos que () es invariante por I:
si x € Q(0), entonces existe {n} tal que 0™ (z) — x, si v € I' entonces lim0™~(x) =
limgy0™ (z) = (), por lo que v(z) € £2(6). Por la minimalidad de la accion concluimos que
Q(0) = S', o sea que 6 es conjugada a una rotacion irracional o existe n € N con 6" = Id.
Si 0 = hR,h™! con h € Homeo(S') y « irracional, entonces todos los elementos de h~'T'h
conmutan con R, (porque I' conmuta con 6) y por lo tanto h~'T'h seria subgrupo de las
rotaciones, contradiciendo la expansividad de I'.

Concluimos que 0" = Id. Pasamos la accion de I a S' /6 (podemos pasar al cociente porque
la accion conmuta con ), que es homeomorfo a S'. Ahora la accion es fuertemente expansiva
(porque en el cociente 6 es la identidad) y sigue siendo minimal. Con esto se concluye que I'
contiene un subgrupo libre a dos generadores.

Caso 3: Supongamos ahora que la acciéon es minimal y no expansiva. Vale observar que la
negacion de la expansividad es la equicontinuidad. Por lo tanto, el teorema de Arzela-Ascoli
nos dice que I' C Homeo, (S*) es compacto. Tomamos la medida de Haar 7 (la tinica medida,
de probabilidad en I invariante por I'), entonces p definida por pu(A) = [; Leb(g(A))dn es
una probabilidad sobre los borelianos de S' con soporte total, sin Atomos e invariante por la
accion de I'. Con esto ya tenemos probado el teorema cuando la accién es minimal, el siguiente
resultado nos agrega informacion.

Lema 2.13 Sea G un subgrupo de Homeo, (S') que deja invariante una medida de probabi-
lidad de soporte total y sin dtomos. Entonces G es conjugado a un subgrupo de rotaciones.

Demostracion:

Sea p la medida invariante por G.

Definimos ¢ : S' — [0,1) como p(z) = u[0, 2], es una funcién continua biyectiva, pensando
al codominio como S? resulta que ¢ es un homeomorfismo.

Sea I = (a,b) un intervalo en S, g € G, entonces (las igualdades son modulo 1): Leb(p(I)) =
o(b) — p(a) = pla,b] = plg(a), g(b)] = pg(b) —¢g(a) = Leb(pg(I)). O sea: dados un intervalo
J C S'y g€ G setiene Leb(J) = Leb(pgp~"(J)). Por lo tanto, Leb es una medida invariante
por G ~!, por lo que este grupo esté incluido en el conjunto de las rotaciones de S'. e

Resumiendo lo anterior, hemos obtenido el siguiente resultado:

Proposicion 2.14 Si T es subgrupo de Homeo, (S') con drbitas densas entonces ocurre una
y solo una de las siguientes afirmaciones:

= [' tiene un subgrupo libre a dos generadores,
» ' es congugado a un grupo de rotaciones (en particular es abeliano).

Caso general: El teorema ya esta probado cuando I' actiia en forma minimal. Veamos qué
ocurre cuando no es asi.

Si I tiene un minimal excepcional K, existe ¢ : S' — S que semiconjuga I a una acciéon
minimal. Si en esta acciéon minimal tenemos una medida invariante p con soporte total y sin
atomos entonces la medida v dada por v(A) = u(¢p(A)) esta soportada en K y es invariante
por I.
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Si en la accion semiconjugada tenemos dos elementos que verifican un ping-pong entonces
(lema 2.12) T" contiene un subgrupo libre a dos generadores.
Si T tiene una oOrbita finita {x1,...,x,}, entonces Y | 0., es una medida invariante para I'. e

El teorema de Margulis es un resultado muy fuerte que tiene miultiples consecuencias.
Nosotros utilizaremos la siguiente.

Corolario 2.15 Sean fi, ..., fn € Homeo, (S") tales que Per(f;) # 0 para todo i = 1,...,n.
Supongamos que G =< fi,..., fn > no contiene un grupo libre a dos generadores. Entonces
existe una orbita finita por G.

Demostracion:

Si la accion de G fuera minimal entonces, segin la proposicion 2.14 tendriamos que G es
conjugado a un grupo de rotaciones. Como G esta generado por finitos elementos, todos con
puntos periddicos, tendriamos que G seria finito, contradiciendo la minimalidad de la accion.
Si el grupo G admite un minimal excepcional K entonces luego de semiconjugar la accién
volvemos a caer en las hipo6tesis de la proposiciéon 2.14, con lo que concluimos como en el caso
denso que G es finito, contradiciendo la minimalidad de la accion de G en K.

Utilizando el teorema 2.1 concluimos que existe una 6rbita finita. e
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Capitulo 3

El grupo BS(1,n)

Los grupos de Baumslag-Solitar se definen por BS(m,n) =< a,b/ab™a~! = b" >. Nosotros
nos concentraremos en el estudio de los casos en que m = 1, n > 1. Un estudio de las acciones
C? de BS(m,n) en S se hace en |7].

Cualquier elemento de BS(1,n) puede escribirse como a*b®a’, con s, k,l € Z (esto se prueba
en la proposicion 5.1 de forma mas general).

Dados a, ¢ € R notaremos M., T,, €Af(R) como M.(z) = cx y T,(z) = x+«. Vale observar
que Af(R) pensado como un grupo de homeomorfismos de la recta puede conjugarse y llevarse
a un grupo de funciones analiticas de S con un punto fijo global.

Proposicion 3.1 La funcion ¢ : {a,b} — Af (R) dada por ¢(a) = M,, (b) = T\ puede
extenderse a un morfismo de grupos ¢ : BS(1,n) — Af(R) inyectivo.

Demostracion:
El mapa 1 se extiende a un morfismo: ¢ (a)y(b)y(a)~! = M, T\ My, = T,, = 1 (b)".
El morfismo es inyectivo: ¥(a*b*a!) = T, Mk = Idsiy solosis =0y k= —1I. e

A esta accion la llamamos la estandar. Esta representacion es muy importante desde el punto
de vista dindmico, como veremos més adelante. Ademés nos permite mostrar de forma sencilla
algunas propiedades del grupo, ya que nos da una manera de ver el grupo dentro de Af(R).

Observaciones:

(1) Se puede ver que Im(¢)) = {TsM, : a=n*,8=r/n* r .k € Z,s € N}.

(2) El subgrupo < a®, b* > es isomorfo a BS(1,n*) si s € Z": usando la accion estandar vemos
que < a®,b" >~< M,:, T, >, al conjugar por M, obtenemos < M,s,T; >~< M,s, Ty >~
BS(1,n%).

3.1. Acciones en Ry [0, 1]

Lema 3.2 Sea X un espacio topoldgico. Siy: BS(1,n) — Homeo(X) es una representacion
entonces Per(y(b)) es un conjunto invariante por y(a).

En particular, sin: BS(1,n) — Homeo, (R) es una representacion entonces Fix(n(b)) es un
conjunto invariante por n(a).
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Demostracion:

Observemos primero que n(a)(Per(n(b))) = Per(n(b)). Si n(b)P(x) = = entonces n(a)(x) =
n(ab?)(x) = n(b"a)(x) = n(b)"(n(a)(x)), o sea que n(a)(x) es fijo por n(b)"™.

De igual manera, si 7(b)?(x) = z entonces n(b)?(n(a) ' (x)) = n(bPa™')(z) = n(a16"?)(z) =
n(a)~!(x), asi que n(a)~! también envia puntos periédicos de 1(b) en puntos periddicos de
n(b).

Cuando X = R y los homeomorfismos preservan orientacion, los puntos peridédicos son los
fijos. e

Los siguientes dos resultados aparecen en [17], donde se estudian los 6rdenes sobre BS(1,n).

Lema 3.3 Sea ¢ : BS(1,n) — Af (R) morfismo inyectivo.
Entonces ¢(b) = T,, ¢(a) = TM,; con f € R, a € R*.
En particular, ¢ es conjugada a la accion estandar.

Demostracion:

Sean «, 3,s,t € R tales que ¢(b) = T, Mj, ¢(a) = TsM,.

Por lo tanto, ¢(bn) = ¢(b)n = T(oc-&-sa-i—...—l—s"*loc)Ms” y QS(CLbCLil) = gb(a)qb(b)gb(a)*l = T(taJrﬁfs,B)Ms-
Por lo tanto, s" = sy a4 sa + ... + s" Lo = ta + 8 — s3. De la primera igualdad obtenemos

s = 1; sustituyendo en la segunda igualdad obtenemos na = ta, por ser a # 0 (porque ¢ es
fiel) se concluye t = n.

Es facil ver que conjugando por M, logramos que a se corresponda con T;. Luego conjugando
por Tj/q(n—1) logramos que el punto fijo de b se traslade a 0. o

Teorema 3.4 Sea ¢ : BS(1,n) — Homeo,(R) una accidon fiel sin punto fijo global.
(1) Si ¢(b) no tiene punto fijo entonces ¢ es semiconjugada a la accion estindar.
(2) Si ¢(b) tiene algin punto fijo entonces ¢(a) no tiene puntos fijos y existe un intervalo

I = (a,B) con a, 8 fijos por ¢(b) tal que ¢(a)(l) NI =10.

Demostracion:

(1) Utilizando el lema previo, basta mostrar que ¢ es semiconjugada a una accion fiel por
elementos del grupo afin.

Llamemos H al grupo normal generado por b. El grupo H esti formado por los elementos
de la forma b°; s € Z[%] (donde a~'ba = b'/" se interpreta como un elemento cuya potencia
n-ésima es b), H puede verse en la accion estandar como el conjunto de elementos que son
traslaciones; utilizando dicha representacion es facil ver que H = Z[1/n].

Ya hemos comentado que todo elemento de BS(1,n) puede escribirse como a'b*a”, con
r,s,t € Z. Como a "b*a” € H concluimos que todo elemento de BS(1,n) se escribe co-
mo aPh, con p € Z,h € H.

Dado g € H existen r, k € Z tales que g" = b*; por lo tanto, ¢(g) no tiene punto fijo. O sea que
la accion ¢ restringida a H es libre y por lo tanto semiconjugada a una acciéon por traslaciones
(teorema de Holder, 2.10), este grupo de traslaciones es denso porque H no es ciclico. Como
el grupo de traslaciones preserva Leb, esto implica la existencia de una medida p de Radon
sin atomos invariante por la accién de H (la preimagen de la medida de Lebesgue por la semi-
conjugacion). El teorema 2.2 nos dice ademés que esta medida es tinica a menos de constantes.
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Dado f € BS(1,n), llamamos ¢(f).(x) a la medida definida por ¢(f).(u)(B) = u(o(f)~1(B)).
Sige H, f € BS(1,n) existe g € H tal que f~'g = gf~! (porque H <« BS(1,n)). Dado un
boreliano A: ¢(f)..(11)(d(9)(A)) = u(d(f~'9)(A)) = u(¢(gf~1)(A)) = u(¢(g)(d(f1)(A))) =

w(d(fFH(A)) = &(f)«(u)(A). Por lo tanto ¢(f).(¢) es una medida invariante por la accion
de H para cualquier f € BS(1,n), de lo que se desprende de la unicidad que ¢(f).(1) = App
para algin A\; € RT.

Dado g = a"h € BS(1,n), A un boreliano, se tiene pu(¢(a"h) " 1(A)) = u(d(h)1d(a)"(A)) =
(Aa)"1(A). Si A, = 1, p seria invariante por la accion de BS(1,n) y por lo tanto existiria el mor-
fismo 7, : BS(1,n) — R (definido en la seccién 2.2) y se tendria 7, (0" ') = 7,(aba"'b") = 0,
lo que implicaria que ¢(b) tiene algin punto fijo.

Hemos deducido entonces que A, = 1 para todo h € H (porque p es invariante por la accion

de H), A\, # 1. No es dificil observar que el mapa que manda g en A, es un morfismo de
BS(1,n) en (RT, x).

Definimos el mapa A de BS(1,n) en Af (R): A(g)(z) = /\—193: + 1[0, ¢(g)(0)], suponiendo
que ple,d] = —pld, ] si d < e. Verificar que A es un morfismo es sencillo, recordando que
si h,g € BS(1,n) entonces: A\gp = AgAn y 1[0, ¢(R)(0)] = n(d(g)~'[é(9)(0), ¢(gh)(0)]) =
Agit[#(9)(0), ¢(gh)(0)].

Veamos ahora que la representacion A es fiel. Si ¢ € BS(1,n) entonces g = a'h, t € Z,
h € H. Si A(g) = id entonces 1 = A\, = ApAp, = (Ay)" 0 sea t = 0; tenemos entonces
0 = 1[0, ¢(9)(0)] = u[0, #(h)(0)] lo que implica h = id (porque ¢(h) no tiene puntos fijos para
todo h € H).

Para finalizar la demostracion de este punto resta ver que F' : R — R definida por F(z) =
1[0, z] semiconjuga la accién ¢ con A: F(¢(g)(z)) = p[0, ¢(g)(x)] = p[0, ¢(9)(0)]+

1le(9)(0), 6(g)(2)] = p[0,9(9)(0)] + 5x-ul0,2] = A(g)(F(x)). El mapa F es evidentemente
creciente, ademaés es continuo porque g no tiene atomos.

(2) Se concluye del lema 3.2 que ¢(a) no tiene puntos fijos: si los tuviera, tomamos z €
Fixz(¢(b)) y resulta que lim, 1 ¢(a)’(z) = xo € Fiz(¢(a)) (o esto ocurre con s — —o0).
Como ¢(a)*(z) € Fiz(p(b)) para todo s € Z se concluye por continuidad que zg es fijo por
¢(b), contradiciendo la no existencia de puntos fijos globales. Supondremos en adelante que
¢(a)(z) > x para todo € R (si es menor la demostracion es idéntica).

Por ser fiel la accion, ¢(b) # id, supongamos que 0 no es fijo por ¢(b). Definimos x; :=
inf{x € Fix(¢(b)), x > 0}; x_1 := sup{x € Fiz(s(b)), v < 0}.

Vemos que ¢(a)(x_1) > z1: de lo contrario, ¢(a)(z_1) € (x_1, 1), lo que contradice la defini-
cion de z_y (si ¢(a)(z—1) < 0) o la de z1 (si ¢(a)(z_1) > 0) porque ¢(a)(x_1) € Fix(o(b)).
Asi, el intervalo I = (z_1,21) tiene como extremos a elementos de Fiz(¢(b)) y verifica

o(a)(I)N T =0. o

Ejemplo:

Veamos como puede ocurrir el caso (2). Para eso utilicemos el corolario 2.6 y la observacion
posterior, recordando que BS(1,n) =< a > H, donde H es el grupo normal generado por b.
El subgrupo H es isomorfo a Z[1/n], un subgrupo de R; por lo tanto podemos pensarlo como
subgrupo de traslaciones; es decir existe un morfismo inyectivo ¢ : H — Homeo, (R) donde
¥ (h) es una traslacion para todo h € H. Tomando un homeomorfismo g : R — (0, 1) podemos
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conjugar la accion ¢ y llevarla a una accion ¢ : H — H omeo([0,1]), que es evidentemente
fiel.

Intentemos ahora definir 6 : BS(1,n) — Homeo,(R). Primero definimos ¢(a) = T;. Para
definir 6(h), h € H hacemos lo siguiente: 0(h)(x) = ¢(h)(x) si € [0,1]; 0(h)(z) =
T (a *ha®)(T_i(x)) si z € [k, k + 1]. Cualquier elemento g € BS(1,n) se escribe de manera
tinica como a’h, con s € Z, h € H; definimos entonces 6(a*h) = T0(h).

Para ver que realmente es una representacion observemos lo siguiente: si s,t € Z, g,h € H
entonces a*ga'h = a*t'a~'ga’h y a~'ga'h € H. Sean ahora = € [0,1], k € Z:

(1) O(a*ga’h)(x + k) = 0(a*a""ga'h)(x + k) = Topub(a"ga'h)(z + k) =

T5+t+kvﬁ(a’t’kgathak) (x);

(1) 6(a*g)(B(a'h)(z + k)) = 8(a’g)(TH(h)(x + k)) = 6(a*g) (T Tt (a *ha*)(x)) =

T.0(9)(T T (a ™ ha) (2)) = Tortp(aFgat™*)d(a~ hat) (z) =

Tyirix(a "% gatha*)(z) (esta ultima igualdad se da porque ¥ es morfismo).

De (I) y (II) concluimos que 6 es representacion.

La accion es fiel: sea g = a®h con s € Z,h € H. Dado x € (0,1) se tiene #(a*h)(z) =
T,0(h)(x) € (s,s+1); por lo tanto para que 6(g) sea la identidad debe ocurrir s = 0. Si s = 0
y h # id entonces 6(h) # id porque 6 = 1 si restringimos la accion de H a [0, 1] (y ¢ es fiel).

Es claro que estamos en el caso (2) del teorema, ya que 0(b) fija todos los enteros. Ademas,
(0,1) es un intervalo errante por 0(a).

Puede lograrse que 6(BS(1,n)) C Dif*(R); para eso debe tomarse el homeomorfismo
g: R —(0,1) de forma que el conjugado por g de toda traslacion resulte una funcion C* de
[0, 1] que sea infinitamente tangente a la identidad en 0 y 1 (segin aparece en la pégina 188
de [15] existe una g que hace gfg~' infinitamente tangente a la identidad en |0,1] para todo

f € Afi(R)).0

Los siguientes resultados aparecen en |9]. En la demostracion del primero de ellos se utiliza
un argumento proveniente de [4].

Teorema 3.5 Sea ¢ : BS(1,n) — Difeo! ([0,1]) una accion fiel. Entonces ¢ es semiconju-
gada a la accion estandar.

Demostracion: Llamaremos f = ¢(b), h = ¢(a).

Podemos suponer que ¢ no tiene puntos fijos globales, si los tuviera, tomamos la accion res-
tringida a una componente conexa de (Fiz(f) N Fixz(h))°.

Segiin el teorema 3.4, basta probar que no es posible que la accién tenga un intervalo con
extremos fijos por f y errante por h.
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Supondremos por absurdo que este intervalo I existe, tomémoslo de forma que en su interior
no tenga puntos fijos de f.

Recordando que h(Fixz(f)) = Fiz(f) (lema 3.2), resulta que para todo [ € Z, h='(I) también
es un intervalo errante por A con extremos fijos por f y sin puntos fijos en su interior. Ademas,
por ser errante, se tiene que lim;_,,.long(h~'(I)) = 0.

Fijamos € > 0 tal que (1 —¢)? > 3/4.
Si h=Y(I) = (u;,v;) entonces tenemos f(v;) — f(w) = v — w, por lo que existe ¢; € (ug,v;)
con f'(¢;) = 1. Usando la continuidad uniforme de f’ logramos para todos z € h7{(I), I
suficientemente grande:

flle)=z1-e¢ (C1)
Usando la continuidad uniforme de ' podemos lograr para todos x,y € h=!(I), [ suficiente-
mente grande: )

h'(x

Wy T C (C2)
Fijamos [ > 0 de manera que si s > [ entonces se cumplen ambas condiciones.
El intervalo h~!(I) tiene extremos fijos por f, pero ningiin punto del interior de dicho intervalo

es fijo por f. Sea z en el interior de h=!(I), llamaremos J = (z, f(z)); se tiene Ufk’(J) C
keZ

WD)y fN)NFT) =0sii# .
Para cada m € N se define ¢ : {0,1}™ — Difeo'(]0, 1]) como

(1, ooy i) = K FOm R R2F R 2R R (D)

Como se tiene que hi fh~" = f* concluimos que (o, ..., ) = f2, con § = ayn+...4+a,n™.
Por lo tanto, (ay,...,an)(J) € h7Y(I) para todo (o)™, € {0,1}™ v ¥(aq,...,an)(J) N
(), ...,al )(J) =0 para todos (a;)™; # (af)™.

Para llegar a una contradiccion probaremos que ¥ (ay, ..., a,,)(J) tiene longitud mayor que
(3/4)™long(J) para todo («;) € {0,1}™.

Operando en (D) se observa lo siguiente: dados aq, ..., o, € {0, 1} existen [y, ...,[, € N tales
que Y(ay, ..., ) = hFfh7l fh~ con k = I, + ... + [,. Aplicando la regla de la cade-

T k
R (y;
na podemos deducir que si u € J entonces (Y(aq, ..., ) (u) = | If’(xl)l | h’((ij))’ donde
i=1 j=1 J

x; € KTl ys w; € W),

Utilizando el teorema del valor medio y las propiedades C; y C, probadas arriba, concluimos
que long(Y(ay, ..., ) (J)) > long(J)(1 — &)™ > long(J)(1 — &)*™ > long(J)(3/4)™ (en la
segunda desigualdad usamos el hecho de que r < k < m).

Tenemos entonces para todo m € N: long(U ,)cqo,1ym ¥(@1, s am ) (J)) = 27(3/4)™long () >
1 si m es suficientemente grande, llegando a una contradicciéon. e

3.2. Acciones en S!

El dltimo teorema de la seccion anterior caracteriza las representaciones fieles de BS(1,n)
en Difeol ([0,1]). Haremos lo mismo ahora con S* en lugar de [0, 1].
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Proposicion 3.6 Sean f,h € Homeo,(S') tales que hfh™ = f™. Entonces f tiene puntos
periodicos con periodo un divisor de n — 1.

Demostracion: Utilizando las propiedades del nimero de rotacion (seccion 1.2) se tiene que
p(f) = np(f) (mod Z). Por lo tanto, p(f) = 5 para algin s € N. De esto concluimos que
™! tiene algtin punto fijo. e

Proposicion 3.7 Sea ¢ : BS(1,n) — Difeol (S') una representacion fiel. Entonces:
(1) ¢(a) tiene puntos periddicos,
(2) ¢(a) y ¢(b) tienen algin punto periddico comain.

Demostracion: Llamaremos h = ¢(a), [ = ¢(b).

Recordemos que Per(f) es un conjunto invariante por i (lema 3.2). El lema previo nos dice
que Per(f) = Fiz(f*1) # 0.

(1) Supondremos por absurdo que h no tiene puntos periodicos y por ende p(h) ¢ Q/Z.

Si h es conjugado a una rotacion irracional entonces Per(f) debe ser todo S!, lo que signifi-
carfa que f"~! = Id, contradiciendo la fidelidad de la accion.

Si h tiene como minimal a un Cantor K, entonces K C Per(f) (todo conjunto compacto
invariante contiene un minimal y, por el teorema 2.1, K es el inico minimal por /). Tomando
I una componente conexa de Per(f)° resulta que I es un intervalo errante por h cuyos ex-
tremos son fijos por f"~'. El grupo < h, f*~! >C Dif1(S") es isomorfo a BS(1,n), podemos
entonces utilizar los mismos argumentos que en el teorema 3.5 y llegar a una contradiccion.

(2) Sea m € Z* tal que p(h™) = 0. Tomemos q € Fiz(f* ') = Per(f), entonces {h'™(q) :
| € N} C Per(f). Sea u un punto de acumulacién de {h'™(q) : [ € N}. Por un lado,
u € Fiz(f™ '), ya que este es un conjunto cerrado. Por otro lado, u € Q(h™) = Fiz(h™) (por
el teorema 1.5). @

Dada entonces una accion fiel ¢ : BS(1,n) — Difeol (S') existe m € Z%' tal que
Fiz(¢(a)™) N Fiz(p(b)" ') # 0. Tomemos p en dicha interseccion, la accion de < a™,b" ! >
(de indice finito en BS(1,n), como se verd en la proposicion 4.5) tiene a p como punto fi-
jo global, podemos por lo tanto pensar su accion en [0,1]. Ya hemos visto que el grupo
[ =< a™ "' > es isomorfo a BS(1,n™) por lo tanto el teorema 3.5 nos dice que la accion
de I' es semiconjugada a la estdndar. Hemos entonces deducido:

Teorema 3.8 Dada una accion fiel de BS(1,n) en Difeol(S'), la accion restringida al
subgrupo de indice finito < a™,b""' > tiene un punto fijo global y es semiconjugada a la

accion estandar.

En particular obtenemos que cualquier accion fiel de BS(1,n) en Difeol (S') tiene una
orbita finita.
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Capitulo 4

El grupo '), 1.

Llamaremos I',, ; (n,k € Z*) al grupo cuya presentacion es
< a,by, ..., b,/ abja™t =¥, bib; = bb; >.
Cuando n =1 el grupo I';, ;. no es otro que BS(1, k).
Las acciones del grupo I';, ;, sobre S™ son estudiadas en [1].

4.1. Acciones en R y en [0, 1]

Dado un conjunto L = {ay,...,a,} C R linealmente independiente sobre Q definimos
nL:{a, by, ..., by} — Af(R) por: ng(a) = My, np(b;) = T,,.
Es facil verificar que el mapa 7y, se extiende a un morfismo de grupos 7y, : I', , —Aff(R). Este
morfismo es inyectivo: si g € I', ;, entonces g = aPbi'...btraf (ver la proposicion 5.1 para una
demostracion), por lo tanto nz(g)(x) = kP z + kP(tya; + ... + t,a,); por lo que g € Ker(nyg)
sip+f=0yti=..=t,=0 (porque L es Li.). A estas acciones las llamaremos estandar.

Observacion: Utilizando que el mapa 77, es un isomorfismo sobre su imagen podemos ver
lo siguiente: si g €< by, ...,b, > no es el neutro entonces < a, g > es isomorfo a BS(1, k).
Para mostrar esto basta ver que si g €< 0by,...,b, > es un elemento no trivial entonces
nL(g) = Tt, con ¢ € R\ {0}. Por lo tanto < a, g >=< n(a),n.(g) >=< My, T, >, conjugando
por M1 esto tltimo resulta < My, T} >, que es isomorfo a BS(1,k) como ya vimos en la
proposicion 3.1.

Proposicion 4.1 Sean L y T dos subconjuntos de R, ambos con n elementos y linealmente
independientes sobre Q.
Las acciones ng, y nr son semiconjugadas si y solo si existe ¢ € R tal que L = cT'.

Demostracion:

(<) ¢ : R = R definida por ¢(x) = cz conjuga ambas acciones.

(=) Sean L = {ay,...,a,} vy T = {p1,...,00}. Sea ¢ : R — R creciente sobreyectiva tal
que ¢n(g) = nr(9)e para todo g € Iy Observemos que ¢(0) = @M (0) = @ni(a)(0) =
nr(a)p(0) = My(¢(0)), por lo que ¢(0) = 0.

Por absurdo, supongamos que «;/f3; no es igual para todo ¢; sin pérdida de generalidad
podemos pensar a1/ # as/P2. Conjugando 1y, por ]\4‘2l y nr por Mﬂ_z1 podemos suponer

«
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ay =l = 1.
Si ay < f; existe p/qg € QN (a1, B1), ¢ > 0. Obtenemos entonces gay —p < 0 < ¢y — p.
Llamando g = b{b,” llegamos a la siguiente contradiccion: —oo = lim, 1@ (r(gag — p)) =

limr—H—oogonL(gT)(O) = Mmr—>+oo77T(gr)90(0) = limT—H-ooT(QBl - p) = +00. @

Lema 4.2 (a) Si f,g € Homeo,(R) y ¢ es una semiconjugacion de < f,g > en < Ty, My >
entonces Mps ¢ semiconjuga < f,g > en < Tz, My >.

(b) Sea H un subgrupo de Homeo,(R) y ¢ : R — R que semiconjuga H con un grupo de
traslaciones. Entonces Ty también semiconjuga H con el mismo grupo de traslaciones.

Demostracion:

(a) Si ¢f = T,¢ entonces para todo x € R:

My f(@) = ETu0(x) = £(8(a) + a) = 20(x) + 8 = Ts(Ms 6(z).

Si pg = My¢p entonces Mppg = MpMgp = MyMp .

(b) Si g € H entonces existe k € R tal que Yg :aTkw. Entonces: T g = T, 1)) = T, T ). @

Teorema 4.3 Toda accion fiel por difeomorfismos C' preservando orientacion de Ty en
[0,1] es semiconjugada a una de las acciones estdndar.

Demostracion:

Siempre supondremos n > 1. Sea v : I';, , — Difeol ([0, 1]) morfismo inyectivo.

Dado g €< by,....,b, >C I', 1 ya observamos que < g,a > es isomorfo a BS(1,k). Por lo
tanto, el teorema 3.5 nos dice que esta accidon restringida a < g,a > es semiconjugada a la
accion dada por identificar g con T} y a con Mj,. Es decir existe ¢, : (0,1) — R creciente

sobreyectiva tal que ¢,v(g) = T1¢, v ¢4v(a) = Mio,.

En particular podemos deducir que Vg €< by,...,b, >, g no tiene puntos fijos en (0, 1).
Entonces concluimos del teorema de Holder (2.10) que la accion 7 restringida a < by, ..., b, >
es semiconjugada a una accion por traslaciones en R, o sea que existen ¢ : (0, 1) — R creciente
sobreyectiva y {ay : g €< by,...,b, >} un subgrupo de (R, +) de forma que vy(g) = 14,7
para todo g €< by, ..., b, >.

Usando la parte (a) del lema previo podemos cambiar cada ¢, por ¢, = M, ¢, y obte-
nemos para cada g €< by, ..., b, > una funcion sobreyectiva creciente ¢, : (0,1) — R que
verifica 0,7(g) = To, 09 ¥ 0g7(a) = Mipg.

Vale observar que por el hecho de ser y(a) semiconjugada a M se tiene que el conjunto
Fiz(y(a)) N (0,1) es no vacio (estd incluido en la preimagen de 0 por la semiconjugacion e
incluye a los extremos de dicha preimagen). Ademaés, cualquier mapa 7 : (0,1) — R tal que
7v(a) = My verifica 7(Fiz(vy(a)) N (0,1)) = {0}.

Por lo tanto, tomando z € Fiz(vy(a)), z # 0,1, tendremos que ¢4(z) = 0 para todo

g €< by,...,b, >. Utilizando (b) del lema previo podemos también suponer que ¥(z) = 0
(recordar que 1 es una semiconjugacion con un grupo de traslaciones).

El grupo {ay : g €< by, ...,b, >} es denso en R por ser no ciclico (es isomorfo a Z"). Existe
por lo tanto una sucesion {g; : i € N} de forma que a,;, — 0". Probaremos que ¢, = 1.
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Primero notemos que (¢ — ¢y)v(g)(x) = To, ¥ (x) — To,p4(x) = (¥ — ¢,4)(x) para todos z € R
vy geE<by,.. b, >.
Dado € > 0 sea iy tal que para todo i > i oy, < €. Sean x € R, i > 7y. Como 7¥(g;) no tiene pun-

tos fijos existe s € Z tal que = € [y(g)(2),v(g:*")(2)). Utilizando que ,, y 1 son crecientes

y que P((97)(2)) = 4, (7(97)(2)) = sy, deducimos que ¥ (x), ¢g, () € [say,, (s+1)ag] y por
lo tanto |[¢(z) — ¢4, ()] < ay, <e.

Podemos ahora probar que 1 semiconjuga la accion de v a la accién estdndar dada por
{Oébl, ceey Oébn}i
*Yy(b)) = Tabjw para j = 1,...,n ya lo sabiamos;
* ¢7<a) = Mmz‘—)—l—oogogi’y(a) = limi—H—ooMkQOgi = Mkw b

4.2. Acciones en S!

Proposicién 4.4 Sea {fi,..., fs} C Homeo,(S') tal que fif; = f;fi para todos i,j. Si
fi, .-, fs tienen puntos fijos entonces existe al menos un punto fijo comin.

Demostracion:

Se demuestra por induccién en s. Si s = 1 no se debe probar nada.

Supongamos que fi,..., fs_1 tienen punto fijo comun p. Por conmutar fs con todos los f; se
obtiene para todo n € N: fif™(p) = f2f:(p) = f*(p); por lo tanto fI'(p) también es fijo
para todos los f;. Tomamos ¢ punto de acumulacion de {f"(p) : n € N} y concluimos que
q € Fiz(fs) (porque fs tiene punto fijo y por lo tanto el w-limite de p es un punto fijo) y ¢ es
fijo por f; para todo i < s (porque es acumulado por puntos fijos de f;).

Una demostracion més general puede hacerse utilizando el teorema de Margulis (2.11). Mos-
traremos que cualquier acciéon en S! de un grupo sin subgrupo libre a dos generadores tiene
un punto fijo global si todos sus generadores tienen punto fijo. En nuestro caso, el grupo
< f1,..., fs > es abeliano y por ende no contiene un subgrupo libre a dos generadores.

Si ' C Homeo, (S') no tiene un subgrupo libre a dos generadores entonces existe una medida
p en S’ invariante por la accion de I'. Puede mostrarse (como en la seccion 2.2) que si f € T’
tiene algtin punto fijo entonces sop(p) C Fiz(f). Si suponemos que todo g € A tiene punto
fijo, con A un conjunto generador de I', concluimos que el soporte de p debe estar incluido
en ﬂgeA Fix(g), de lo que se deduce que este conjunto no es vacio. e

Proposicion 4.5 El grupo generado por {b’f_l, s UL a%Y es mormal y de indice finito en
Ik para todo uw € Z7F.

Demostracion:
Veamos primero que H =< b’f’l, ., U571 a* > es normal.

Para ello observemos lo siguiente: al utilizar r veces la relacion aba™! = bF obtenemos

a"b;a™" = b}, por lo que b; = a " a” = (a""b;a")*" para cualquier r € Z*.
Al conjugar b5~" por a caemos en H: abf 'a~! = (abja ) =6 ¢ H.

Conjugamos bf’l por a~!: utilizando lo observado al comienzo de la prueba con r = u — 1

tenemos que a—lbffla = (a " tha)*! = (a—ubfu*au)kq _ (a‘“bffla“)’f“” cH.
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Si conjugamos a* por b; tenemos: b;ab; ! = batb; 'a""a" = bib; ¥ a* = b7 a* € H porque
k*—1=0 (mod k —1).

Finalmente, al conjugar a® por b; * se tiene: b; 'a%b; = b; 'a%b;a™"a* = b}" ~'a* € H.

Mostremos ahora que H tiene indice finito. Por ser H normal las clases a izquierda y a derecha
coinciden.

Sea g € I', 1, entonces g = aPbl'...btraf | como veremos en la proposicion 5.1. Podemos mul-
tiplicar a izquierda por a®* con s grande (si es necesario) para que su + p > 0, obteniendo
de esa manera g = a’b'...bl"a’ (mod H) con r > 0. Operando se obtiene: a"b’'...bfraf =
abit . bira el = b bE /4 con lo que concluimos que g = b'...bera? (mod H), para
ciertos s, ..., s,,d € Z. Realizando la division entera de los s; por £ — 1 y de d por u se llega
a (recordando que los b; conmutan) g = 6% * Y p@ Dy pragiqre = i bl (mod H).
Llegamos a la conclusion de que dado g € Ty,  existen rq, ..., 7, € {0, ...,k—2},j € {0,...,u—1}
tales que g = b}*...b/"a? (mod H). Por lo tanto |G/H| < u(k —1)".e

Observacion: Tomando n = 1, podemos concluir que en BS(1, k) el grupo generado por a*
y b1 es normal y de indice finito para todo u € Z*.

Podemos entonces concluir el siguiente teorema:

Teorema 4.6 Sea ¢ : I, — Difeoy(S') una representacion fiel. Entonces existe un sub-
grupo H de indice finito tal que la accion de ¢ restringida a H tiene punto fijo global. Ademds,
¢ restringida a H es semiconjugada a una de las acciones estandar.

Demostracion: Llamamos g = ¢(a), f; = ¢(a;).

En T, tenemos las siguientes relaciones: ab;a™! = b¥, por lo tanto para el nimero de rotacion
de f; se tiene p(f;) = kp(f;) (mod Z), es decir que fF~ tiene punto fijo para todo i. Usando
la proposicién 4.4 concluimos que ﬁFix(fZ-k_l) es un conjunto no vacio.

Usando el teorema 3.8 y que < a,b; > es isomorfo a BS(1, k) se concluye que existe u € Z*
tal que g" tiene puntos fijos. Tomemos = € NPer(f;). Entonces ¢°(x) € NPer(f;) para todo
s € Z. Sea z punto de acumulacion de {g°(x) : s € Z}. Se verifica que z € NPer(f;) (porque
g*(z) € NPer(f;) Vs € Z) y z € Per(g) (porque z € w(z)).

Tenemos entonces que H =< fF=! . 1 g > fija el punto z. La acciéon ¢ restringida a H
puede por lo tanto verse como una accion en Difeol ([0,1]). El grupo H es isomorfo a Iy, g,
por lo tanto el teorema 4.3 nos dice que la acciéon es semiconjugada a una de las estandar. e
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Capitulo 5

Los grupos ['4

Dada una matriz A = (m;;) de tamafio n X n con entradas enteras y determinante no nulo

se define el grupo I'4 por la siguiente presentacion:
La=<a,by,....0,/bib; = bjb;, aba™ = b . )i >,

Cuando la matriz A es kI,, (donde I,, es la matriz identidad de tamafo n x n) el grupo resul-
tante es I'y, 1.

Algunas acciones del grupo I'4 en variedades son estudiadas en [12], donde se prueba que
cualquier accion de I'4 por difeomorfismos C'-cerca de la identidad no es fiel si la matriz A
es hiperbdlica.

Podemos ver al grupo como una extension HNN de Z" por el monomorfismo ¢4 : Z™" — Z"
dado por la matriz A. O sea, ¢4 : Z" — ¢4(Z") es un isomorfismo, por lo que el teorema
1.1 nos da la existencia del grupo 'y =< a,Z"/aza™ = ¢p4(z) Vz € Z™ > que contiene a Z"
como subgrupo. Ademés, como Z" es libre de torsion también ['4 lo es.

Ejemplo: Si A es la matriz ( g 6

< a, bl, bg/ biby = bgbl, abla_l = b%b%, CLbQCL_l = bl_lbg >.

Observar que ¢4(1,2) = (1,14) y a(b1b?)a™! = (abia)(aba™")? = b302(b;'08)? = bibit: o
sea que, como lo indica el hecho de ser una extension HNN, conjugar por a un elemento
z €< by, by > puede verse como multiplicar las coordenadas de z por la matriz A.

) entonces el grupo I'4 tiene la presentacion:

Proposicion 5.1 Cualquier elemento de I'y es de la forma a"bi*...bi*aP, con s;,r,p € Z.

Demostracion:

Observar que si ¢ > 0 entonces a?b; = a’ba™%? = o5 (b)al, o sea que si h €< by,...,b, >
tenemos que a?h = ha?, con h €< by, ..., b, >.

Sea g € I'y un elemento cualquiera, entonces g = a’'h;...ah;, con h €< by,....,b, >.
Tomamos y € N lo suficientemente grande para que y + 7 + ... +1r; > 0 para todo j =
1,...,l. Escribimos g = a™Ya¥a"hy...a" hy, y utilizando lo comentado arriba se concluye que
g = a Yhia" Va2 hy...a"hy = a"Yhihea™ T2 Va3 hs..a" hy = ... = a Yhy.. hya?T" T Dada

nuestra eleccion del y, puede verse que podemos pedir que r,p cumplan: »r < 0 < p. e
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Observacion: En particular, esto vale para los grupos L', ;, y BS(1, n), algo que ya hemos
utilizado.

La forma que nos da la proposicion 5.1 de escribir los elementos de "4 no es tnica. Veamos
como puede ocurrir que un elemento se escriba de dos maneras distintas.
Si a"bi'...biraP = albi...bira? entonces a” bt .bSraP9 = bit.. bt Utilizando que
a < by,...b, > a ! C< by,....,b, > obtenemos a" P~ €< by,...,b, >, los resultados 1.1
y 1.2 afirman que I'y es libre de torsion y < a > N < by,...,b, >= {id}, por lo tanto
r —1 = q— p. Teniendo a’~'b*...b5ra™" = bl .bl» concluimos ¢’ (b5'...05%) = bi...b' o sea
que (L1, ... t,) " = A" (s1, ..., 80) 7.

Definimos A = {a *bi'...bta* : t; € Z, k € N}. Observemos que a *b;a* = a=*="¢", (b;)a**"
para todo 7 > 0; por lo tanto dados k > ¢ > 0, (a9 ...blra?) (a=*b3 .62 ak) =
a_kgzﬁ]z_q(btll...bﬁf)bfl...bffak, o sea que A es un subgrupo. Este subgrupo estd generado por
los elementos de la forma {a *b;a* : k € N}, por lo tanto es abeliano: es claro que a?b;a™?
conmuta con b; para todo ¢ € N y para todos i, j; por lo tanto, conjugando por a” para algiin
h € Z se ve que para todos r,s € Z a"b;a™" conmuta con a’b;a”*. El subgrupo A es normal
en I'4; de hecho es el menor subgrupo normal que contiene a {b1, ..., b, }.

Con lo mostrado recién no es dificil ver que se tiene la siguiente sucesion exacta corta:

00— A—Ty4y—7Z—0

donde el primer mapa es la inclusion y el segundo es el que manda aPbi*...bJ"a" en p + 7.

Observacion: De la sucesion exacta de arriba deducimos que [I'4, 4] C A. Por lo tanto,
I'4 es metabeliano, en particular es soluble.

El teorema C en [2]| da una caracterizacion de los I'4 via esta sucesion: muestra que si un
grupo G es libre de torsion, finitamente presentado y contiene un subgrupo normal y abeliano
N tal que G/N ~ Z entonces G es isomorfo a algin I' 4. Esta sucesion exacta hace que a estos
grupos se los denote como “abelian by cyclic ”.

Proposicion 5.2 FEl subgrupo A es isomorfo un subgrupo de Q".

Demostracion: Definimos P : A — Q" por P(a/b%...btra=7) = Ai(ty,....t,)T. Este mapa
estd bien definido: si un elemento g € A se escribe de dos formas distintas, o sea g =
a~Thit. b = a” bt btral) ya vimos que esto implica (¢, ..., t,)T = A7 (s, ..., 5,)7, por lo
tanto A7 (ty, ..., )T = ATTAT (81,00 80)T = AT (81,00, 80) T

El mapa es un morfismo: dados g1,92 € A, ya observamos que podemos elegir j € Z tal
que g1 = a V. bral, gy = aIbT . bSnal, por tanto P(g1gs) = P(a bt bintengd) =
A7ty + 81, sty + 8,)T = P(g1) + P(g2). Ver que P es inyectivo es directo ya que A es una
matriz con determinante no nulo.e

Como ya dijimos anteriormente, tomando A = kI, el grupo I'4 resulta ser I, x, que se
puede ver como un subgrupo del grupo afin (via la accion estandar). Dada A una matriz
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cualquiera, jexistira alguna manera de ver I'y dentro de Af(R)? La siguiente proposicion
responde esta pregunta.

Proposicion 5.3 Sea A = (m;;) # I,, una matriz n X n.

(1) Supongamos que existe (i, ...,a,) € R™ wvector propio de AT correspondiente al valor
propio A € R, con {aq,...,a,} Li. sobre Q. Entonces existe un morfismo inyectivo ¢ : I'y —
Af(R) tal que () = My, (b) = To,.

(2) Si no existe un vector propio de AT como en las hipdtesis de (1) entonces no existe ningiin
morfismo inyectivo ¥ : T'y — Af(R).

Demostracion:
Probemos primero (2). Supongamos que existe un morfismo inyectivo ¢ : I'y — Af(R).

Como vimos, [I"'4,I'4] C A, por ser A # I, se verifica también que [['4,I"'4] # {1r, }.
Fijamos g un elemento no trivial de [I"4,T" 4], entonces ¥(g) € ¥([['a,T4]) C [Af(R), Af(R)] =
{Ts, p € R}, osea que ¢(g) es una traslacion no trivial.

Los b; conmutan con g (porque g € A) y en Af(R) los tnicos elementos que conmutan con
una traslaciéon no trivial dada son las traslaciones, por lo tanto existen aq,...,a, € R tales
que ¥(b;) = T,,. El conjunto {ay, ..., a,} es Li. porque 9 es inyectiva.

Sean A, 5 € R tales que ¢(a) = TsM,.

Se verifica para todo i = 1,...,n: Tha, = ¥(a)(b)(a)™ = Y(aba™t) = (b7 ..07) =
Toniont.. tmpsans O S€A qUEe A; = My;0q + ... + Mp;a,. Esto significa que (ayq, ..., ;) es vector
propio de AT con valor propio A, lo que muestra el contrarreciproco de (2).

Veamos (1) ahora. El argumento final en la prueba de (2), sumado a que las traslaciones
conmutan, muestra que existe un morfismo ¥ tal que ¥ (a) = My, ¥(b;) = Ty,.

Resta mostrar la inyectividad. Por la proposicion 5.1 todo elemento de I'4 se puede escribir
como a’bi'...byra?. Por definicion: ¢(a"bi'...b5ra) = MT3 .. T3r MY = Tar(sya1+.. 4snan) Maatr,
para que esto sea la identidad debe ocurrir ¢ = —r y sy = ... = s, = 0, 0 sea que el elemento
inicial era el neutro. e

Ejemplos:

(1) En el caso de I';, i, con k # 1 estamos en las hipotesis de (1) en la proposicion. En este
caso, los morfismos que nos da la tesis no son otros que las acciones estandar.
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asociado (1 + v/2,1). Por lo tanto I'4 puede incluirse en Af(R), identificando a con M, /3,
by con T}, 5y by con Ti.

(2) Sea la matriz simétrica A = ( > Tiene el valor propio 2 4+ v/2, con vector propio

5.1. Acciones sobre R y S*

Se tiene que I'y =< a > A (todos los elementos de I'4 son de la forma aPbj*...bira" =
aPt(a7"bit...bira")). La observacion posterior al corolario 2.6 nos permite construir una ac-
cion fiel de I'4 en R; es més, utilizando las mismas ideas que aparecen en el ejemplo posterior
al teorema 3.4 podemos obtener una representacion ¢ : I'y — DifeoS®(R), para esto tltimo
basta recordar que (por la proposicion 5.2) A puede verse como subgrupo de Q", que puede
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pensarse como subgrupo de R (tomando un Q subespacio vectorial de R de dimension n).

Esta acciéon viene de un orden para el cual A es convexo dentro de G, o sea: si 1 < h <k,
k € A entonces h € A. La pregunta que surge es: jtodos los érdenes en I'4 hacen de A un
subgrupo convexo? La pregunta puede ser reformulada como: ;jtoda accion fiel sin punto fijo
global de I'4 en R tiene un intervalo invariante por A y errante por a? Mostremos a contin-
uaciéon que ambas preguntas son equivalentes.

Supongamos que todas las acciones fieles sin punto fijo global tienen un intervalo invariante
por A y errante por a. Sea =< un orden sobre I'4. Tomemos ¢ la acciéon dindmica correspon-
diente a este orden (ver la demostracion de (2) en el teorema 2.3). Por hipotesis existe un
intervalo I = (o, 3) invariante por ¢(A) y errante por ¢(a). Dados h € A, r € Z por ser A
normal existe h € A tal que ¢(h)(¢(a")(I)) = ¢(a”)(d(h)(I)) = ¢(a")(I), o sea que ¢(a”)(I)
es también invariante por ¢(A). Sea m € Z tal que t(1) € [¢(a™)(a), p(a™1)(a)). Entonces
para todo r € Z, t(a"h) = ¢(a"h)(t(1)) € [d(a™ ) (), p(a™ 1) (a)). Por otro lado, si k € A
entonces t(k) = ¢(k)(t(1)) € [p(a™)(a), p(a™)(a)), al igual que t(1). Esto significa que si
r# 0, h,k € Aentonces t(a"h) ¢ (t(1),t(k)). Por lo tanto, si g = a"h € I'4 verifica 1 < g < k,
necesariamente r = 0, o sea g € A; esta es la definicién de subgrupo convexo.

Supongamos ahora que todos los 6rdenes definidos sobre I' 4 hacen de A un subgrupo convexo,
a partir de esto probemos que todas las acciones sobre I'4 tienen un intervalo invariante por
A y errante por a.

Sea ¢ : I'y — Homeo,(R) una representacion fiel sin punto fijo global.

Mostramos primero que la érbita de 0 por A esta acotada. Tomamos una sucesion densa en R
cuyo primer término es 0 y consideramos el orden < definido en I'4 por dicha sucesion (ver la
demostracion de (1) en el teorema 2.3). Si la 6rbita de 0 no esta acotada entonces el subgrupo
A no resulta convexo: tomamos g € I'4 \ A tal que ¢(g)(0) > 0 (existe porque 0 no es fijo por
I'4), si existe h € A con ¢(h)(0) > ¢(g)(0) entonces 1 < g < h.

Tomemos ahora «, 5 el infimo y el supremo de {©(g)(0) : g € A}. Veamos que ¢(h)(a) = «
para todo h € A: si p(h)(a) # o podemos suponer que ¢(h)(a) > « (en caso contrario, cam-
biamos h por h™'), tomamos g € A tal que ¢(g)(0) < ¢(h)(a), por lo que p(h~1g)(0) < a,
que contradice la definicion de «; de igual manera puede probarse que ¢(h)(3) = f, o sea
que I = (a,f) es invariante por A. Supongamos por absurdo que I no es errante para
¢(a). Entonces ¢p(a)(a) € (o, B) (o esto ocurre con ¢(a)(f)); por continuidad de ¢(a) existe
¢ € (a,¢(a)(a)) tal que p(a)(c) < B. Por definicion de infimo y supremo obtenemos hq, hy € A
tales que ©(h1)(0) < ¢, p(a)(c) < @(h2)(0); por lo que p(hahi ') (c) > p(hs)(0) > @(a)(c) > c.
Tomando entonces un orden < determinado por una sucesién cuyo primer término sea ¢ ob-
tenemos 1 < a < hyohi !, lo que contradice que A sea convexo en I'y4.

Para I',, , ya vimos que la respuesta a estas preguntas es negativa, gracias a la existencia
de las acciones estandar, para las cuales no hay intervalos invariantes por A (en ese caso A
es un grupo de traslaciones). Lo mismo vale cuando la matriz A cumple las hipotesis de (1)
en la proposicion 5.3.

Veamos algunas propiedades de las acciones de I' 4.

Proposicion 5.4 Sea ¢ : 'y — Homeo, (S') una representacion fiel con A — Id invertible.
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Entonces:
(1) existe un punto que es periddico para todos los o(b;),
(2) el conjunto NPer(p(b;)) es invariante por la accion de T 4.

Demostracion: Llamemos g = ¢(a), fi = p(b;).

(1) Por la definicion del grupo, tenemos las relaciones:

gfig”t = firfme L gfegt = fiM fmnn - Llamemos a; al nimero de rotacion de f;.
Entonces se deduce que a; = my;a; + ... + mpap, (mod Z) para i = 1,...,n (al conmutar
los f; tenemos que el nimero de rotacion de la composiciéon es la suma de los ntmeros de
rotacion). Matricialmente podemos escibirlo: AT ((o;)) = (a;) (mod Z"). Esto implica que
(AT — Id)(a;) € Z™, o sea, (o) € (AT — Id)~1(Z™) C Q; concluyéndose que f; tiene puntos
periddicos para todo ©. Como los f; conmutan la proposicion 4.4 nos dice que existe un punto
que es periodico para todos los f;.

(2) Sea k un multiplo comin a todos los periodos de los f;.
Mostremos primero que g~'(NPer(f;)) € NPer(f;). Si € NPer(f;) entonces frg~'(z) =
g LA L (3) = g7 (@),
Ahora, si 2 € NPer(f;) entonces g(x) = gff(x) = (f{""...fa "")*g(x). Por lo tanto g(x) es
periodico para f;"7...fn" para cada j. Como la matriz A es invertible, tenemos que existen
h,ci,...,cn € Z tales que c1(my1, ..., Mp1) + . + (M1, ..., M) = heg; por lo que ffg(x) =
(fy. frmyker  (fran | fmanykeng(z) = g(z). Asi hemos mostrado que g(z) € Per(f1), de
igual manera se prueba que g(z) € Per(f;) para todo j =1, ..., n.
Ver que NPer(f;) es invariante por < fi,..., f, > es sencillo: si € NPer(f;) entonces
[F(fs(x)) = fo(ff(z)) = fo(z), por lo que fy(z) € NPer(f;) para todo s = 1,...,n; para
f-4(x) la prueba es andloga. e
Observaciones:
Siempre supondremos que las acciones que aparecen son fieles y A no tiene valor propio 1, lo
que nos permitird utilizar la proposicion 5.4. Seguiremos la notacion de la demostracion de
dicha proposicion.

(1) El hecho de que NPer(f;) sea un conjunto no vacio invariante hace que la accion no
pueda tener a S' como minimal invariante, porque de ocurrir esto los f; serfan periddicos,
contradiciendo la fidelidad de la representacion.

Esto puede probarse de otra manera utilizando la proposicion 2.14, ya que ['4 no contiene
un grupo libre a dos generadores (porque, como observamos al comienzo del capitulo, I'4 es
metabeliano) ni es abeliano.

(2) Si g tiene puntos periodicos entonces la accion de I'y tiene una orbita finita por las
proposiciones 5.4 y 2.15.

(3) Si la accion presenta un minimal excepcional entonces g no puede tener érbitas den-
sas; ademas, por la observacion anterior, tampoco puede tener 6rbitas finitas. Por lo tanto, ¢
también tiene un minimal excepcional.

El reciproco también es cierto: si g tiene minimal excepcional entonces la accién no puede
tener orbita finita (porque g también la tendria) ni ser minimal (como vimos en la observacion
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(1))

(4) Dado cualquier § € Homeo, (S') con minimal excepcional podemos construir acciones
n: T4 — Homeo, (S") tales que n(a) = g.
Sea K el minimal de §. Fijamos {[;} familia de intervalos tal que U; U,ez §"([;)) = Ky
g"(I) NIy =0 para todon € Z si l # ' y para todo n # 0 si [ = I'. Para cada [ elegimos una
accion x; : A — Homeo (I)).
Con esto logramos una accion fiel n: T'y — Homeo, (S') definida de la siguiente manera:
*n(a) =g,
*en K el grupo A actia trivialmente,
*siz € gh(l), h € A, entonces n(h)(z) = §"xi(a "ha*)g="(z).
Para ver que realmente esto define una accion hay que utilizar las mismas ideas que en la
observacion posterior al corolario 2.6 y el ejemplo posterior al teorema 3.4.
Esta acciéon tiene como minimal a K: es claro que K es invariante y por ser minimal para g
lo es para 7.

(5) Sea ¢ : 'y — Homeo,(S') una representacion fiel con minimal excepcional. En la
observacion (3) vimos que entonces g tiene minimal excepcional. Ya vimos en la proposicion
5.4 que todas las f; tienen puntos peridédicos, supondremos que todas tienen puntos fijos.
Veremos que en este caso todas las acciones son como las del punto (4).

Sean x € NFix(f;), c = a "b..bra" € A, entonces o(c)(z) = g~ fi*...flng"(z) = = (porque,
como mostramos en la proposicion 5.4, g(NFiz(f;)) = NFiz(f;)); o sea que la accion de A en
NFix(f;) es trivial. Por ser NFiz(f;) invariante por g se tiene que K C NFiz(f;) (cuando el
minimal es excepcional este es el unico minimal). Entonces cualquier J componente conexa
de K¢ es invariante por A.

Conociendo g y esta accion de A en J queda determinada la accion de A en U,ez9™(J): si
ce Ay x € g"(J) entonces p(c)(z) = ¢(a"a "caa™")(x) = g"p(a "ca™)g " (x). Justamente
asi definimos las acciones en (4).

(6) Dado ¢ € Z*, el subgrupo H de I'y generado por {a,b!,...,b2} es isomorfo a T 4.

Repitiendo la prueba de la proposicién 5.1 es claro que todos los elementos de H pueden
escribirse como a’“b‘ftl...b%t"as; luego es facil probar que el mapa ¢ : H — 'y dado por
Y(a b btna®) = a’blt . blna® es un isomorfismo.
Si¢: T4 — Homeo, (S') es una representacion fiel entonces existe ¢ € Z* tal que Fiz(o(bf)) #
() para todo i. Restringiendo la accion a H =< b{,...,b% a > obtenemos una accion fiel de
este subgrupo en S!. Via el isomorfismo v esto genera una accion fiel n = pyp=! : Ty —
Homeo, (S') tal que Fix(n(b;)) # 0. O sea que si n(a) = ¢(a) tiene minimal excepcional
llegamos a una representacion como la del punto (4).

5.2. Acciones C! sobre S*

Ya vimos en el capitulo 4 que en el caso de A = kI, el grupo I'y = I, actia fielmente
de forma C'! sobre S!, y que estas acciones siempre admiten una oérbita finita.
Para el caso en que A es cualquier matriz surgen las siguientes preguntas: jexiste alguna accién
fielde I'4 en Difeo® (S')? En caso de ser asi, jesta accion admite un conjunto invariante finito?
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Las observaciones anteriores nos dan alguna idea acerca de como responder estas preguntas.
En particular, muestran que en el caso C? la accién siempre tiene una o6rbita finita.

La proposicion 5.3 nos dice que la respuesta a la primera pregunta es afirmativa bajo ciertas
hipotesis, ya que el grupo afin se puede ver dentro de Difeo™(S?).

El siguiente resultado responde una de las interrogantes en caso que la matriz tiene valores
propios enteros con valor absoluto mayor a 1.

Proposicién 5.5 Si la representacion es C*, A — Id es invertible y A tiene un valor propio
entero distinto de -1 entonces existe una orbita finita.

Demostracion:

Por el item (2) en la observacion anterior, basta probar que ¢ tiene una érbita finita.
Observemos que si (71, ..., 7,) € Z" es vector propio de A correspondiente al valor propio d € Z
se tiene que gf{'...frg~t = (f1*...f )% Sillamamos h = f}*...f’ tendremos que < h, g > es
isomorfo a BS(1,d); si d > 1 el teorema 3.8 implica que g tiene orbita periodica; si d < —1
tomamos el grupo < h, g*> > que es isomorfo a BS(1,d?).e

Ejemplos:
Mostraremos con algunos ejemplos la dificultad de que exista una accion de ['4 en D3 feo}r(S h
con minimal excepcional.

(1) Sea A = T 1
ma1 M2

de ellos igual a 1 o -1. Para facilitar las cuentas supondremos 0 < p < 1 < A.

) € Myyo(Z) con dos valores propios reales distintos, ninguno

Se deduce de las observaciones al final de la secciéon anterior que dar una accion n: 'y —
Homeo, (S') con minimal excepcional es equivalente a elegir 1(a) con minimal excepcional y
una familia de acciones del subgrupo A en R. Veremos la imposibilidad de obtener una accion
fiel n: T'a — Difeol (S') si una de estas acciones ¢ : A — Homeo(R) es libre.

En la demostracion de la proposicion 5.2 mostramos la existencia de P : A — Q2 un
morfismo inyectivo que verifica P(b;) = e;.
Como la accion ¢ es libre tenemos por el teorema de Holder (2.10) un morfismo inyectivo
R: A — Ry una semiconjugacion S : R — R tal que S¢(g) = Tr(y)S para todo g € A.
Definimos ¢ : R? — R la transformacion lineal dada por p(ty,t2) = t1R(by) + t2R(b2).

Afirmacion: R = @P.
En el grupo < by, by > esto es claro, ya que Ry P son morfismos de grupos que coinciden en
el generador {by, ba}. Probaremos que R(a"'b;a) = pP(a'b;a) para i = 1,2; por induccion se
prueba de manera analoga que R(a~"b;a") = ¢ P(a~"b;a™) para todo h > 0, lo que demuestra
la afirmacion.
Por definicion del grupo tenemos by = (a=tbia)™ (a tbea)™ y by = (a"'b1a)™2(a " bya)™22;
o sea que aplicando R obtenemos:
R(lh) = mHR(a_lbla) + m21R(CL_1bQCL) y R(bg) = mlgR(a_lbla) + m22(a_1bza).

R(by)

. . R(a™1bia) .
T _ i
Matricialmente esto puede escribirse como A ( Rla~'bsa) ) = \ R(by) ) lo que es equi
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wienten (i) ) =G0 (1) )= b (i) et )

Por otro lado, la definiciéon de P nos dice que

pP(a~hia) = pA™He1) = gy e(maz, —ma) = gz (MaaR(b1) —ma R(b2)) y P (a™ baa) =
eA 1 (ey) = mSO(—mlz,mn) = m(muR(bQ) — mi2R(by)).

Esto concluye la prueba de la afirmacion.

La conjugacion por a, ¢, : A — A es un isomorfismo, podemos llevarlo via P a un iso-
morfismo de P(A), el mapa Pc,P~!: P(A) — P(A). Es evidente de la definicion de P que
Pc,P~Y(v) = Av para todo v € P(A), por lo tanto podemos pensar que Pc,P~! es la restric-
cion a P(A) del mapa lineal A : R?* — R2,

Definimos ahora M, : {0,1}" — R como M,,(dy, ...,d,) = R(a™a=™...ab{'a™"). Es-
cribimos e; = vy + v, con vy, v, vectores propios con valores propios A y j respectivamente.
Tendremos entonces:

M, (dy,....dn) = R(@™b 0. .abfa™') = pP(a™b¥ma". .abia™t) = @P(a™bima™™) +

ot pP(abfta™) = 9A™(dper) + ...+ pA(dier) = dpp(N s+ p1"0,) + o+ dyp( Aoy + ) =
A (A" @(vr) + 1™ p(0u)) + - 4 di(Ap(0r) + pp(vy)-
Supondremos ¢(vy) # 0 (si fuera 0, entonces p(v,) # 0 y en ese caso hacemos las mismas

cuentas pero conjugando por a~!, o sea que nos queda la matriz A~ para la cual 1/p > 1 es
valor propio).

Tomemos (dy,...,dn), (d},...,d,) € {0,1}™ distintos, sea s el maximo de los j tales que
d;j # d};, supongamos que d, = 1,d; = 0. Entonces:
| My (dy, ooy d) — Mip(dy, ooy )| = [0(a)A° + @(ua) [N H(dsr — diy) + o+ AMdy — dy)]+

P + 1 (dyot = diy) + e+ aldy — d)]] = Lp(on) ] — lp(on) N (doy — diy) + .
FA — d)]| — lp(o) [ + i (day — doy) + et pds = d)]| = (o)A — 2 —

s+1

1) = le(un)[(555)-

Por lo tanto, si A es suficientemente grande existe K > 0 tal que para todo (dy, ..., d,,) #
(dy,...,d) se tiene | M,,(dy, ...,d,) — My (dy,....,d})| > K.

Ahora, A > 1 es el valor propio de A, por ende es una constante. ;Como lograr que
A sea tan grande como necesitamos? Para ello precisamos cambiar la definicion de M,,: fi-
jamos 7 > 0 de forma que A" sea del tamafio que precisamos y definimos M,,(dy, ..., d,,) =
R(ambcfma_’“m...arbcllla_r). De esta manera todo lo hecho antes funciona, con la diferencia que
el mapa lineal pasa a ser A" en lugar de A, cuyos valores propios son A" y u”, por lo tanto
logramos que el valor propio mayor sea del orden necesario.

Tomemos ahora un intervalo I C R tal que S(I) tenga longitud menor que K. Tenemos

para todo (di, ..., dy) € {0,1}™: Se(a™™b{ma™™..a"bl'a™") = Tas,, (ay.. .
Si (di,...,dw), (d;,...,d.,) € {0,1}™ son distintos entonces S¢(a"™b%ma="™..a"b{*a=")(I) N
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S(ﬁ(armbfi"a"’m...arbcllla_r)(l) = Tt (ds o) S D) gy ..o, ) S(I) = O ya que [ My (dy, ..., dy) —
M, (d},...,d})| > K y S(I) tiene longitud menor a K.

Por lo tanto, concluimos que ¢(a™b%"a="". .a"b%a~")(I) N ¢(a’"mbf’"a—m...arballla_r)([) =0
para m-uplas distintas.

Sea h € Difeol (S') con minimal excepcional K, L una componente conexa de K¢. Veamos
que no podemos definir una representacion n : I'y — Difeol (S') con n(a) = h y A actuando
libremente en L. Notaremos f = 1(b;).

Conjugando la accion de A en L por un difeomorfismo ¢ : L — R obtenemos una accion
libre de A en R. Por lo probado antes, existe un intervalo J C L tal que para dos m-
uplas distintas (dy,...,d,,), (d},...,d,) € {0,1}™ se tiene que A" f4mh="m A" fHR7"(J) y
hrm fdm b= BT f4 R (J) son intervalos disjuntos incluidos en L.

Podemos utilizar el mismo argumento que en el teorema 3.5 para probar que

(hrm fdmp=rm BT fARTTY (2) > (3/4)™ para todo z € Ly llegar a una contradiccion con el he-
cho de que long(UJ 4, hrm fdmp=rm BT AR T)) = > ) long(hr™ fdmp=rm AT fAp="(J)) >
2m(3/4)™long(J) > long(L) si m es grande.

(2) Esta misma prueba sirve cuando ambos valores propios son mayores que 1, s6lo ob-
servando que si 1 < p < X entonces existe r € N tal que [p(v))|(\* — 25N — 1)) —

rs+r

|g0(vﬂ)|(“rf+m) > K > 0 para todo s € N.

i alguno de los valores propios es negativo, la prueba vale utilizando la conjugacion
3) Si alg de 1 | i gativo, | b le utilizando 1 jugacié
por a2, lo que equivale a que aparezca la matriz A%, que tiene valores propios positivos.

(4) También funcionan estos argumentos cuando la matriz A es diagonalizable en R sin

valores propios enteros, sin importar el tamano de la matriz. Para ello debe cambiarse en la
demostracion A por el mayor valor propio o tal que ¢(v,) # 0.
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